
КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  
И МОДЕЛИРОВАНИЕ 2010 Т. 2 № 1 С. 63–72 
 

 
АНАЛИЗ И МОДЕЛИРОВАНИЕ СЛОЖНЫХ ЖИВЫХ СИСТЕМ 

 
УДК: 519.688; 519.62; 538.9; 51-76 

 

Смешанный алгоритм расчета динамики переноса 
заряда в ДНК на больших временных интервалах 

 
Н. С. Фиалко

 

 
Учреждение Российской академии наук Институт математических проблем биологии РАН, 

142290, Московская обл., Пущино, ул. Институтская 4 
 

E-mail: fialka@impb.psn.ru 
 

Получено 15 марта 2010 г. 
 

Перенос заряда в ДНК моделируется с помощью дискретной модели Холстейна «квантовая частица + 
классическая цепочка сайтов + взаимодействие». Влияние температуры термостата учитывается с помо-
щью случайной силы, действующей на классические сайты (уравнение Ланжевена). Таким образом, дина-
мика распространения заряда вдоль цепочки описывается системой ОДУ со случайной правой частью. Для 
интегрирования таких систем обычно применяют алгоритмы 1 или 2 порядка. Мы разработали смешанный 
алгоритм, имеющий 4 порядок точности по быстрым «квантовым» переменным (заметим, что 
в «квантовой» подсистеме должно соблюдаться условие: «сумма вероятностей нахождения заряда на сайте 
постоянна по времени») и 2 порядок по медленным «классическим» переменным, на которые действует 
случайная сила. Алгоритм позволяет считать на бóльших временах, чем стандартные. В качестве примера 
приведен модельный расчет развала полярона в однородной цепочке под действием температурных флук-
туаций.  
 

Ключевые слова: ДНК, модель Холстейна, уравнение Ланжевена, алгоритм интегрирования 
ОДУ со случайной правой частью 
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Abstract. – Charge transfer in DNA is simulated by a discrete Holstein model “quantum particle + classical site 
chain + interaction”. Thermostat temperature is taken into account as stochastic force, which acts on classical 
sites (Langevin equation). Thus dynamics of charge migration along the chain is described by ODE system with 
stochastic right-hand side. To integrate the system numerically, algorithms of order 1 or 2 are usually applied. 
We developed “mixed” algorithm having 4th order of accuracy for fast “quantum” variables (note that in quan-
tum subsystem the condition “sum of probabilities of charge being on site is time-constant” must be held), and 
2nd order for slow classical variables, which are affecting by stochastic force. The algorithm allows us to calcu-
late trajectories on longer time intervals as compared to standard algorithms. Model calculations of polaron dis-
ruption in homogeneous chain caused by temperature fluctuations are given as an example. 
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Введение 

В основе множества процессов, происходящих в живых системах, лежат процессы пере-
мещения и транспортировки заряда. Интерес к изучению переноса заряда в ДНК объясняется 
тем, что перенос является частью механизма таких важных биохимических процессов как раз-
рушение и репарация ДНК; передвижение радикалов по молекуле ДНК играет существенную 
роль в процессах мутагенеза и канцерогенеза. Также проведенные в последние годы экспери-
менты по переносу заряда вдоль фрагментов ДНК разного состава выявили разброс в проводя-
щих свойствах, простирающийся от изоляторов до проводников и сверхпроводников, что от-
крывает возможности применения ДНК в наноэлектронике [Kutniak et al., 2003; Rakitin et al., 
2001; Bockrath et al., 2002; Zhang et al., 2002; Cuniberti, 2002; Fink, Schonenberger, 1999; Porath et 
al., 2000; Xu et al., 2004]. 

Математическое моделирование процессов переноса заряда в биологических системах свя-
зано с использованием дискретных моделей, в которых рассматриваются пути переноса заряда 
в макромолекулах [Давыдов, Кислуха, 1976; Yakushevich, 1996; Modern Methods…, 2002; 
Fialko, Lakhno, 2002]. При построении математической модели переноса заряда вдоль квазиод-
номерной цепочки сайтов традиционно предполагается, что заряд (электрон или дырку) надо 
рассматривать как квантовую (нерелятивистскую) частицу и описывать уравнением Шрединге-
ра, а сайты (нуклеотидные пары) можно рассматривать как классические объекты, которые 
описываются уравнениями классической механики. 

Моделирование процессов распространения избыточного заряда от сайта «донора», на кото-
ром он «возникает» в начальный момент времени, до времени, когда он с большой вероятностью 
локализуется на других сайтах (а заодно и определение места локализации), сводится к задаче 
численного интегрирования системы ОДУ, размерность которой зависит от длины цепочки. 

Если последовательность рассматриваемой цепочки ДНК известна, и место привнесения 
дополнительного заряда фиксировано, то вычислительная задача кажется совсем несложной: 
нужно найти вполне определенное (из заданных начальных условий) решение системы ОДУ 
и проследить эволюцию этого решения к стационарному режиму. 

В действительности дело обстоит гораздо сложнее. Первая трудность очевидна: харак-
терные времена квантовой и классической подсистем в модельной ДНК сильно различают-
ся − на два порядка и больше.  

На возможное существование второй трудности указывают эксперименты [Lewis et al., 2000; 
Giese, Biland, 2002]. Найденное в этих работах время необратимого ухода заряда с первого сайта 
t� ≈ 5⋅10−8 сек (исследовался четырехсайтовый фрагмент ДНК GAGG) на много порядков больше 
характерного периода колебаний квантовой подсистемы 10−14 сек. Т. е. задача моделирования ди-
намики переноса может потребовать численного интегрирования на больших временных интер-
валах. В данной работе описан алгоритм, позволяющий проводить такие расчеты. 

Модель Холстейна 

Кратко опишем исследуемую модель. ДНК рассматривается как цепочка, составленная из N 
сайтов. Пары оснований – сайты – трактуются как классические осцилляторы (пружина – водо-
родная связь), рассматриваются движения в плоскости, перпендикулярной главной оси ДНК. За-
ряд, локализованный на n-ом сайте, находится в состоянии n . Моделирование переноса заряда 

по цепочке сайтов основано на гамильтониане  

Hq = 
1

N

nn
n nα

=∑  + nkn k
n kν

≠∑  + 
1

N

n nn
u n nα

=
′∑ � , 

где αn – энергия заряда на n-ом сайте, νn,k – матричные элементы перехода, nα′  – константа взаи-

модействия заряда со смещением n-ого сайта nu�  из равновесного положения. Классические сме-
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щения определяются из гамильтониана, описывающего колебания сайтов ДНК в этой модели  

Hcl = 
1

2
2 2( / ),n n n nn

p m K u+∑ �  

pn = mn nu�� , mn – масса n-го сайта, Kn – упругая постоянная. Волновую функцию выбираем в виде 

( )nn
b t nΨ =∑ � , где bn – амплитуда вероятности нахождения заряда на n-ом сайте. Использует-

ся приближение ближайших соседей: νn,k = 0 при k ≠ n ± 1. Усредненный гамильтониан H = Hq + 
+ Hcl , где в Hq = Ψ Hq Ψ = *( )n n n n nn

u b bα α′+∑ � + *

, nk n kn k
b bν∑  входит взаимодействие классиче-

ской и квантовой подсистем *
n n nnn
u b bα′∑ � . В случае однородной цепочки сайтов (когда все коэф-

фициенты одинаковы) он соответствует гамильтониану Холстейна [Holstein, 1959]. Из гамильто-
ниана при выборе сопряженных переменных bn , 

*
nb�  и nu� , pn получаются уравнения движения. 

В классические уравнения движения добавлен член с трением для учета процессов диссипации. 
Для моделирования температуры окружающей среды в классические уравнения включены члены 
с вязким трением и случайной силой со специальными статистическими свойствами (уравнения 
Ланжевена) [Чандрасекар, 1947; Даринский, Неелов, 1981]. Получаем систему уравнений  

i /ndb dt��  = (αn  + αn′ nu� ) bn + ν n ,n+1 b n+1 +νn−1, n b n−1, 

mn 
2 2/nd u dt��

 = − Kn nu�  − γn /ndu dt��
 − αn′ |bn|

 2 + An( t� ), 

где An( t� ) – случайная сила со следующими статистическими свойствами: ( )nA t� = 0, 

( ) ( )n mA t A t t′+� � � = 2 kB T γn δn m δ( t′� ) (T [К] – температура, γn – коэффициент трения). При An ≡ 0 

мы имитируем перенос заряда вдоль фрагмента ДНК без учета температуры окружающей среды.  
При обезразмеривании выберем характерное время соответствующим квантовой подсисте-

ме: τ = 10−14 
сек, характерная температура T *. После обезразмеривания получаем систему, описы-

вающую динамику распространения заряда в N-сайтовой цепочке: 

 i nd b

d t
= ηn bn + ηn, n+1 bn+1 +ηn−1, n bn−1 + χ un bn, (1) 

 
2

2

nd u

d t
= − 2ω un − ω′ nd u

d t
 − χ |bn|

2 + ξ Zn(t), (2) 

 ( )nZ t  = 0, ( ) ( )n kZ t Z s  = δn k δ(t − s), ξ2 = (2 kB T* τ / � )ω′ T. (3) 

Для ДНК мы рассматривали следующие значения коэффициентов: параметры η (матричные 
элементы перехода заряда) – порядка единицы, частоты колебаний сайтов ω = 0.01, константы 
связи «квантовой» (1) и «классической» (2) подсистем χ = 0.02, трение ω′ от 0.001 до 0.01 и ко-
эффициент ξ при случайной силе Zn для температур около 300 К порядка 1. (Подробнее о модели 
и выборе величин параметров см. [Fialko, Lakhno, 2002; Лахно, Фиалко, 2004; Lakhno, Fialko, 
2005] и ссылки в них.) 

С точки зрения вычислителя, рассматривается система 4N ОДУ первого порядка с действи-
тельными переменными (bn = xn + iyn), соответствующая системе (1), (2):  

 nx� = ηn yn + ηn−1, n yn−1 + ηn+1, n yn+1 + χ un yn, (4.а) 

 ny� = −(ηn xn + ηn−1, n xn−1 + ηn+1, n xn+1 + χ un xn),  (4.б) 

 nu� = vn, (5.а) 

 nv� = − 2ω un − ω′ vn − χ (xn
2 + yn

2) + ξ Zn, (5.б) 

( ) 0, ( ) ( ') ( ')n n k nkZ t Z t Z t t tδ δ= = − , n = 1,…N. 
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Напомним, что отношение характерных времен быстрой квантовой (4) и медленной классиче-
ской (5) подсистем довольно велико – порядка сотни. В правую часть подсистемы (5.б) входит 
гауссова случайная величина со среднеквадратичным отклонением, пропорциональным t. В мо-
дельной системе ОДУ существует первый интеграл (условие нормировки) – полная вероят-
ность Σ нахождения заряда в цепочке постоянна:  

 Σ = 2

1
| |

N

nn
b

=∑ = 1. (6) 

Это свойство при использовании явных методов позволяет контролировать точность расчета. 

Стандартные схемы интегрирования 

Сначала рассмотрим более простой случай задачи без случайной силы (при ξ = 0). Схемы 
для численного интегрирования подобных систем ОДУ хорошо известны. Мы использовали 
стандартный метод Рунге–Кутта четвертого порядка точности с постоянным шагом τ, который 
для автономной системы имеет вид k1 = τ⋅f(x), k2 = τ⋅f(x + k1/2), k3 = τ⋅f(x + k2/2), k4 = τ⋅f(x + k3), 
Δx = (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)/6. Данный метод при достаточно мелком шаге обеспечивает хорошую 
точность при счете на временах порядка тысячи колебаний медленных переменных (при харак-
терных для ДНК значениях параметров для временного интервала t = 105 шаг τ = 10−4 дает 
6 точных знаков).  

Отметим, что рассматриваемая система нежесткая, быстрые колебания со временем не зату-
хают. Поэтому мы не пытались применять для этой задачи методы с переменным шагом расчета.  

Для моделирования переноса заряда в ДНК при конечной температуре (ξ ≠ 0) необходимо 
проводить расчеты по большому числу реализаций, чтобы затем рассчитать «средние по реали-
зациям» значения макроскопических физических величин. Для каждой реализации система со 
случайной силой (4,5) решается предложенным в [Greenside, Helfand, 1981] 2o2s1G-методом 
(в обозначениях авторов: order, stage, Gauss − двухшаговый метод второго порядка с одной га-
уссовой величиной). А именно, для векторной системы ОДУ ( ) ( )x f x S t= +�  с детерминирован-

ной частью 1 1( , ) { , }N nf x x f f=… …  и случайной силой 1( ) { ( ), ( )}NS t S t S t= … , ( ) 0,nS t =  
2( ) ( ') ( ')n k nkS t S t t tξ δ δ= −  схема на одном шаге h имеет следующий вид в покомпонентной за-

писи: 

 

(0) 1/ 2 (0)
1, 2, 1,

(0) 1/ 2
1, 2,

({ }), ({ }),

( ) .
2

k k n n k k n n

k n k k k

g f x h Z g f x hg

h
x x g g h Z

ξ

ξ

= + = +

= + + +
 (7) 

Здесь верхним индексом (0) обозначены значения переменных на предыдущем шаге, Zn – неза-
висимые случайные величины с гауссовым распределением (0;1); в этой схеме для каждого 
уравнения системы на одном шаге нам нужно одно значение Zn. Для нашей системы, в которой 
случайная сила есть только в четверти всех уравнений, в векторной записи ξ состоит из N по-
вторяющихся четверок [0,0,0,ξ]. 

При численном интегрировании системы одним из способов контроля за уклонением от точ-
ного решения (необходимым, но недостаточным) является слежение за выполнением условия нор-
мировки (6), но при использовании явных методов это условие со временем нарушается. Чем 
больше Σ отклоняется от единицы, тем дальше расчетная траектория уходит от точного решения.  

При ξ = 0 схема (7) совпадает с методом Рунге–Кутта второго порядка. Проверка, «как при 
изменении ξ отклоняется от единицы Σ», показала, что для ξ, соответствующих температуре 
от 0 до 350 K, при одинаковом шаге интегрирования среднее по реализациям значение Σ изме-
няется на ε за примерно одинаковое время. 
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С помощью схемы (7) мы проводили расчеты на времена до десяти колебаний медленных 
переменных u (t ≤ 104). На больших временах, как показывает разность ε = |1−Σ|, точность не-
достаточная.  

Как показывают некоторые экспериментальные данные [Lewis et al., 2000; Giese, Biland, 
2002], вычислительные тесты и математические результаты об адиабатических инвариантах 
[Федорюк, 1976; Нейштадт, 1984], в детерминированной системе (при ξ = 0) время выхода на 
стационар может быть очень большим. Также с помощью тестов показано, что в детерминиро-
ванной системе почти нет областей сильной неустойчивости решений, т. е. исследуемая задача 
может потребовать очень больших вычислительных времен, но можно предположить, что рас-
четное решение не сильно отклонится от точной траектории. 

Об интегрировании подсистем с разным шагом 

Отношение характерных времен быстрой (квантовой) и медленной (классической) частей 
системы – порядка сотни или больше, значит, применяя стандартные методы с шагом, доста-
точно мелким для расчета bn, мы рассчитываем un с избыточной точностью.  

Быструю квантовую (4) и медленную классическую (5), подсистемы можно считать с раз-
ными шагами и с помощью различных алгоритмов. 

Рассмотрим систему со случайной силой (4), (5). Обозначим через τ шаг интегрирования 
для быстрых переменных b = {b1,…,bN} = {x1, y1, x2, y2,…, xN, yN} подсистемы (4), через h шаг 
интегрирования для u = {u1, v1,…, uN, vN } подсистемы (5), и потребуем кратности шагов: h = Kτ, 
K целое положительное. 

Подсистема (5) распадается на почти независимые N частей по сайтам: 

 nu� = Ln un + ( )n tξ + Φn (t), un = n

n

u

v

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (8) 

где  

Ln = 2

0 1

ω ω
⎛ ⎞
⎜ ⎟′− −⎝ ⎠

,  nξ =
0

nZξ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

и уравнения разных сайтов связаны только членом Φn = 2

0

| |n nbχ
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Пусть в момент t0 нам известны значения всех переменных (0)
nb , (0)

nu , (0)
nv . Затем надо сде-

лать K шагов τ при расчете системы (4), и для этого предсказать значения 0( )nu t s+�  в промежу-
точные моменты времени t0 + s (например для схемы, использующей значения в начале и сере-

дине шага, значения s = 
1

2
τ , τ, 

1
1

2
τ⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 2τ,…, 

1

2
K τ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
, Kτ). Мы приняли, что 0( )nu t s+  про-

гнозируются по формуле Тейлора до второго порядка 

 
2

(0) (0) (0)
0( ) .

2n n n n

s
u t s u v s v+ = + ⋅ +� �   (9) 

Сделав K шагов интегрирования подсистемы (4), можем считать значения bn на отрезке [t0, t0+h] 
известными и рассчитать на один шаг h значения медленных переменных u(t0+h). Рассмотрим систе-
му ОДУ (8) как линейную неоднородную – на осциллятор действуют «внешняя» детерминированная 
сила Φ(t) и случайная сила ξ (t). Общее решение этой системы дается формулой 

un(t0+h) = exp(hLn) un(t0) +exp((t0+h)Ln) 
0

0
1exp( )

t h

nt
t L

+
−∫ [Φn (t1)+ 1( )n tξ ] d t1.  
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Сделаем в интеграле замену t1 = t0 + σ. Разложив exp((h−σ)L) = E + (h−σ)L + O(h2) (E – единич-
ная матрица), получим численный метод (un(t0) = un

(0)): 

un(t0+h) ≈ un
(0) + hLn un

(0) + 
2

2

h
Ln un

(0) + 00
( )

h

n t σ+∫ Φ dσ + 

 + Ln 00
( ) ( )

h

nh tσ σ− +∫ Φ dσ + 
0

exp(( )L ) ( )
h

n nh σ ξ σ−∫ dσ. (10) 

Отброшенные члены под интегралом порядка O(h2), после интегрирования получаем O(h3), 
соответственно, метод имеет второй порядок. Члены с Φn , т. е. интегралы, зависящие от |bn| = 
= ( 2

nx + 2
ny )1/2, можно рассчитать, используя найденные значения bn(t0), bn(t0 + τ), bn(t0 + 2τ), …, 

bn(t0 + Kτ) = bn(t0 + h) в K + 1 точках отрезка [t0, t0 + h], по формуле трапеций, которая также име-
ет второй порядок точности: 

 I1,n = 2
00

| ( ) |
h

nb t σ+∫ dσ = 2 2 2 3
0 0 01

1
(| ( ) | | ( ) | ) | ( ) | ( ),

2

K

n n nk
b t b t h b t k Oτ τ τ

=

⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (11) 

I2,n = 2
00

( ) | ( ) |
h

nh b tσ σ− +∫ dσ = h I1,n − 
12 2 2 3

0 01

1
| ( ) | | ( ) | ( ).

2

K

n nk
K b t h k b t k Oτ τ τ−

=

⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

Последний интеграл в (10) дает нам гауссову величину, используемую в 2o2s1G-схеме. 
Нас интересует поведение решений на больших временных интервалах, до миллиона 

и дальше. В медленной подсистеме (5) есть член со случайной величиной, поэтому точно от-
слеживать индивидуальные траектории не нужно, но при этом Σ не должна сильно отклоняться 
от единицы, иначе решение теряет физический смысл. 

Поскольку нам затем понадобятся осредненные по реализациям траектории, то расчет ка-
ждого отдельного решения должен требовать разумного машинного времени. 

Идея смешанного алгоритма состоит в следующем. Быструю подсистему (4) решаем с по-
мощью более точного алгоритма (Рунге–Кутта 4 порядка) с мелким шагом τ, используя при 
этом приближенные значения nu� . Сделав K шагов, интегрируем медленную подсистему (5) 

способом, сходным с методом (7), на один шаг h = Kτ, используя уже найденные значения bn. 

Смешанный алгоритм 

Пусть в момент t0 нам известны значения b(t0) = (0)b  = { (0)
1b , (0)

2b ,…, }(0)
Nb , u(t0) = (0)u  = 

= { (0)
1u , (0)

2u ,…, (0)
Nu , (0)

1v , (0)
2v , …, }(0)

Nv . Нам надо сделать K шагов τ для интегрирования b на 

промежутке [t0, t0 + h]. На k-ом шаге, уже рассчитав значения до ( 1)k −b , считаем ( )kb  по форму-
лам в покомпонентной записи 

( )( 1) ( 1) ( 1) (1) ( 1)
1 1 1 1 1 ,k k k k
n n n nn n n n n n ng b b b u bτ η η η χ− − − −

− − + += + + + �  

( ) ( ) ( ) ( )( )( 1) ( 1) ( 1) (2) ( 1)
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1/ 2 / 2 / 2 / 2 ,k k k k

n n n n nn n n n n n n n n ng b g b g b g u b gτ η η η χ− − − −
− − − + + += + + + + + + +�  

( ) ( ) ( ) ( )( )( 1) ( 1) ( 1) (2) ( 1)
3 2 1 1 2 1 1 1 2 1 2/ 2 / 2 / 2 / 2 ,k k k k

n n n n nn n n n n n n n n ng b g b g b g u b gτ η η η χ− − − −
− − − + + += + + + + + + +�  

( ) ( ) ( ) ( )( )( 1) ( 1) ( 1) (3) ( 1)
4 3 1 1 3 1 1 1 3 1 3 ,k k k k

n n n n nn n n n n n n n n ng b g b g b g u b gτ η η η χ− − − −
− − − + + += + + + + + + +�  

( )( ) ( 1)
1 2 3 42 2 6.k k

n n n n n nb b g g g g−= + + + +  (12) 
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Здесь ( )
nu ⋅
�  – аппроксимированные по формуле (9) значения un на концах и в середине временно-

го интервала [t0 + (k−1)τ, t0 + kτ], а именно: 

 
2

(1) (0) (0) (0)[( 1) ]
( 1) ,

2n n n n

k
u u k v v

ττ −= + − +� �   

 
2

(2) (0) (0) (0)[( 1/ 2) ]
( 1/ 2) ,

2n n n n

k
u u k v v

ττ −= + − +� �   

 
2

(3) (0) (0) (0)[ ]
.

2n n n n

k
u u k v v

ττ= + +� �  (13) 

Сделав K шагов интегрирования переменных b, рассчитываем интегралы I1,n, I2,n по фор-
мулам (11). Затем находим значения переменных u (t0 + h) по формулам, подобным схеме (7): 

(0)
1un ng v= , ( )2 (0) (0)

1 ' ,vn n n ng u v h Zω ω ξ= − − +  

(0)
2 1un n vng v hg= + , ( ) ( )2 (0) (0)

2 1 1' ,vn n un n vng u hg v hgω ω= − + − +  

 (0)
1 2 2( )

2n n un un n n

h
u u g g Iχ= + + − ,    (0)

1 2 1 2( ) '
2n n vn vn n n n n n

h
v v g g h Z I Iξ χ χ ω= + + + − + . (14) 

О тестах смешанного алгоритма 

При ξ = 0 (в отсутствие случайной силы) в тестовой системе мы находили точное решение 
(проведя расчет методом Рунге–Кутта 4-го порядка с достаточно мелким шагом) и сравнивали с 
ним посчитанные с помощью смешанной схемы результаты. 

Формально смешанная схема при одинаковых шагах τ = h имеет второй порядок точности. По 
результатам тестов получается, что этот метод имеет четвертый порядок точности по bn и второй 
порядок по un, vn. Такой смешанный порядок метода – «четыре–два» – проявляется из-за большого 
отношения характерных времен быстрой и медленной подсистем; при значениях параметров одно-
го порядка, как показывают тесты, смешанная схема имеет второй порядок точности. 

При ξ ≠ 0 измерение машинного времени, затраченного на решение отдельных этапов 
смешанной схемы, показало, что время для расчета одного шага быстрой подсистемы (включая 
аппроксимации un (13)) и одного шага медленной (включая расчет интегралов (11)) соотносится 
примерно как 18:7. Поскольку шаг по τ физически занимает почти в 2.5 раза больше времени, 
чем шаг по h, главным становится выбор τ; K имеет смысл выбирать, ориентируясь на потерю 
точности при прогнозировании un. 

Были проведены тестовые расчеты на времена нескольких десятков колебаний un. По ре-
зультатам видно, что отношение шагов K > 10 дает слишком большую ошибку. 

При решении системы со случайной силой скорости сайтов vn(t) уже не гладкие, и у функций 
un(t) уже не существует второй производной. Но аппроксимация (9), как показала численная проверка, 
дает хорошие результаты. Для значений ξ, соответствующих температурам T < 350 K, в тестах при 
h = 0.05 предсказания на шаге uappr(t) отличаются от u(t + h) не более чем в пятой значащей цифре. 

По результатам тестов выбраны τ = 0.01 и K = 4 (h = 0.04). 

Температурный развал стоячей волны 

В отсутствие случайной силы в однородной цепочке с привнесенным зарядом наимень-

шую энергию имеет стоячая волна – полярон с распределением |bn| = 2 2/8χ ηω ch−1(n⋅χ2/4ηω2) 

[Fialko, Lakhno, 2002], с максимумом на нулевом сайте в центре цепочки. Случайные толчки – 
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температурные флуктуации – разрушают это состояние. Мы попытались найти, при какой тем-
пературе это происходит, проводя расчеты для (G/C)n полинуклеотида на сравнительно боль-
шие времена t = 50 000 ( t� = 0.5 нсек) и наблюдая за отдельными реализациями. В данном слу-
чае бесполезно осреднение по ансамблю, потому что для разных реализаций стоячая волна мо-
жет в одинаковые моменты времени смещаться вдоль цепочки сайтов на разные расстояния. 

 
Рис. 1 
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Расчеты проводились для 300- и 500-сайтовых цепочек. Параметры соответствуют (G/C)n 
фрагменту: ηn = 0, ηn,n±1 = 1.276, ω = 0.01, 'ω  = 0.006, χ = 0.02. 

Начальные значения задавались следующим образом. bn(t = 0) = xn(0), yn(0) = 0 соответст-
вуют значениям полярона при этих параметрах, vn(0) задаются случайным образом из равно-
весного распределения для осциллятора при заданной температуре [Чандрасекар, 1947], а сме-
щения un(0) = u1n + u2n, где u1n также задается из равновесного распределения [Чандрасекар, 
1947], u2n = −χ|bn(0)|2/ 2ω  – смещения сайтов, соответствующие стоячей волне. Система (4), (5) 
численно интегрировалась с помощью смешанного алгоритма (12)–(14). 

В результате расчетов получилось, что для случайной силы с дисперсией ξ, соответст-
вующей температуре T = 20 K, стоячая волна существует на времени t = 50 000, а при ξ, соот-
ветствующей T = 25 K, полярон разрушается на временах t < 30 000.  

На рис. 1 приведены графики распределения вероятностей нахождения заряда по сайтам 
в последовательные моменты времени для двух реализаций: при T = 20 K слева и при T = 25 K 
справа. Распределение вероятностей в начальный момент (t = 0) – стоячая волна – одинаково 
в обоих случаях (верхний график). При T = 20 K видно, что волна со временем меняет форму, 
и центр волны смещается. При T = 25 K волна не только смещается, но и расплывается по це-
почке, и к концу расчетного времени (t = 50 000) заряд распределен по всей цепочке. Отметим, 
что подобная картина наблюдается и при более высоких температурах, но время существования 
полярона еще уменьшается. 

По результатам моделирования получается, что для «биологически значимых» температур 
T ≈ 300 K полярон в однородной цепочке сразу же разрушается (либо не может образоваться). 
Подобный результат был получен для давыдовской модели переноса возбуждения в белках 
[Lomdahl, Kerr, 1985]. Отметим, однако, что в этой простой модели не учитываются сольвата-
ционные эффекты, грубо ее можно назвать моделью «сухой» ДНК. Для ДНК в водном окруже-
нии энергия связи заряда с сайтом сильно возрастает, и можно ожидать, что при 300 K поля-
ронные состояния будут устойчивы. 
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