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Пусть { }[ ] | , ,i z C z x iy x Z y ZΖ = ∈ = + ∈ ∈  – кольцо гауссовых чисел, 2| |Nz z= – мульти-

пликативная норма в этом кольце. 
Рассмотрим следующий аналог тригонометрической суммы Г. Вейля [Виноградов, 1971]: 
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1( , , ) ,iSp f
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где 1( ) n
nf λ α λ α λ= + +� , 1, , ,n Cα α ∈…  [ ],Z iλ ∈  ( ) 2Re( )Sp ς ς= , Cς ∈ , P – целое число, пре-

восходящее единицу. 
Каждому , ,2s n= …  поставим в соответствие число ( 0,5) / 2s

s Pτ −= . Коэффициенты sα много-
члена ( )f λ  представимы (это всегда возможно [Виноградов, 1971]) в следующем виде: 
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Пусть 0
RQ  и 0

IQ  – наименьшие общие кратные чисел 2, ,R R
nq q…  и 2, ,I I

nq q…  соответственно.  

Каждому гауссовому числу μ  соответствует своя точка 1 1( ) ( ( ),..., ( ),R R
nμ μ μ−Γ = Γ Γ  

1 1 1 1( ),..., ( )), ( ), ( )I I R I
n Rμ μ μ μ−Γ Γ Γ Γ ∈  прямого произведения пространств R  и I  размерности ( 1),n −  
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Теорема. Пусть имеют место следующие ограничения: 5n ≥ , 
2nP n≥ , 0,25 0,2

0
RQ P ν−> , 

0,25 0,2
0
IQ P ν−> , 

1

n
ν = . Число ρ  определяется следующей формулой:  

( )1 28 ln 0,5ln ln 0,75n n nρ − = + + . 

Тогда для аналога тригонометрической суммы (1) имеем: 

1
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<… , где 4 5 2 12( ) 2 n nc n n+ += . 

Доказательство. Пусть Y – целая часть 1P ρ− . Каждому числу [ ],Z i N Yμ μ∈ ≤  поставим 

в соответствие область ' ( )μΩ , состоящую из точек 1 1 1 1( ) ( ( ), , ( ), ( ), , ( ))R R I I
n nγ μ γ μ γ μ γ μ γ μ− −= … …  

прямого произведения пространств R  и I  размерности ( 1)n − , ограниченную неравенствами: 

/ 22 2
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Пусть ( )μΩ  – область точек 1 1 1 1( ) ( ( ), , ( ), ( ), , ( ))R R I I
n nη μ η μ η μ η μ η μ− −= … … , сравнимых с точками об-

ласти ' ( )μΩ  и лежащих в области ( ) 1 1
2( 1) [0,1] [0, ]

n n
n i C

− −
−Π = × ∈ . Согласно оценке кратности пере-

сечения окрестностей гауссовых чисел [Сорокин, 2009] число K  областей ( )μΩ , пересекающихся 

с фиксированной областью 0( )μΩ , удовлетворяет неравенству 4 4 0,75 0,42 nK n P ν− +< . Поэтому среди 
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областей ( )μΩ  найдется более чем 
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крытая непересекающимися областями. Объем V  области Ω  удовлетворяет неравенству: 
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гауссовым числам [Сорокин, 2008], получим 
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По теореме о среднем значении [Сорокин, 2007] имеем 
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Покажем, что имеют место следующие неравенства: 
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Эти неравенства перепишем так: 
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Мы знаем, что существует номер 0s s= , начиная с которого 
0
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nΔ = Δ ≥  [Сорокин, 2008]. 
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Учитывая (4) и подставляя значение ρ  из условия теоремы, получаем 
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Остается проверить, что 
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Неравенство (2) доказано.  □ 
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