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Введение  

Следуя работе [Степанец, Пачулиа, 1991], классы ( )ψ β, –дифференцируемых периодиче-
ских функций двух переменных, позволяющие учитывать по отдельности свойства обыкновен-
ных и смешанных частных производных, будем задавать следующим образом.  

Пусть 2R  — евклидово пространство с элементами 1 2( )x x x= , ,�

 2 2[ ]T π π= − ;  — квадрат 

со стороной 2π ,   
2 2{ 1 2}iN x R x N i= ∈ | ∈ , = ; ,�

 
2 2{ {0} 1 2}iN x R x N N i∗ ∗= ∈ | ∈ = ∪ , = ; ,�

 
2 2{ }.i i jN x R x N x N i j∗= ∈ | ∈ , ∈ , ≠�

 

Через 2( )L T  обозначим множество 2π -периодических по каждой переменной суммируе-

мых на квадрате 2T  функций 1 2( ) ( )f x f x x= , .�

  

Пусть 2( )f L T∈ . Каждой паре точек 2 2{0,1}s R∈ ⊂ ,�

 2k N∗∈
�

 поставим в соответствие 

величину  

2

1 2
1 2 1 1 2 2 1 22

1
( ) ( ) cos( )cos( )

2 2
s

k
T

s s
a f f x x k x k x dx dx

π π
π

= , − − .∫
�

�  

Величины ( )s

k
a f ,

�

�  2{0,1} ,s ∈�  2k N∗∈
�

 являются коэффициентами Фурье функции ( )f x
�

 [Сте-

панец, Пачулиа, 1991].  

Каждому вектору 2k N∗∈
�

 поставим в соответствие гармонику  

2

1 2
1 1 2 2

{0,1}

( ) ( ) cos( )cos( )
2 2

s

k k
s

s s
A f x a f k x k x

π π
∈

; = − −∑
�

� �

�

�

 

и величины  

1

2

2
1 1 1 2 2

{0,1}

( ) ( ) cos( ( 1) ) cos( )
2 2

se
k k

s

s
A f x a f k x s k x

ππ
∈

; = − + − ,∑
�

�

� �

�

�

 

2

2

1
1 1 2 2 2

{0,1}

( ) ( ) cos( )cos( ( 1) )
2 2

se
k k

s

s
A f x a f k x k x s

π π
∈

; = − − + ,∑
�

�

� �

�

�

 

которые являются гармониками, сопряжёнными с ( )
k

A f x;�

�

 соответственно по переменным 1x  

и 2x .  

Следуя [Степанец, Пачулиа, 1991], ряд Фурье функции ( )f x
�

 определим следующим соот-
ношением:  

2 2 2

( ) ( )1 2
1 1 2 2

{0,1}

[ ] 2 ( ) cos( )cos( ) 2 ( )
2 2

q k s q k

k k
k N s k N

s s
S f a f k x k x A f x

π π

∗ ∗

− −

∈ ∈ ∈

= − − = ; ,∑ ∑ ∑
� �

�

� �

� �

�

�

 

где ( )q k
�

 — количество нулевых координат вектора k
�

.  

Пусть 2( )f L T∈  и фиксированные пары систем чисел ( ) ( ) ( )( )1 2;i i ik k kψ ψ ψ= ,  

( ) ( ) ( )1 2( ; ),i i ik k kΨ = Ψ Ψ  1 2i = ; ,  ,k N∗∈  удовлетворяют условиям  

2 2 2 2
1 2 1 2( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0,i i i ik k k kψ ψ+ ≠ , Ψ + Ψ ≠  

1(0) 1iψ = ,  1(0) 1iΨ = ,  2 (0) 0iψ = ,  2 (0) 0iΨ = ,  1 2i = ; .  
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Пусть, далее, ряд  

2

1 2( )
2 2
1 2

( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) ( )

i

i

e
i i i iq k k k

k N i i i i

k A f x k A f x

k k

ψ ψ
ψ ψ

−

∈

; − ;
+∑

�
� �

�

� �

  

является рядом Фурье некоторой функции из 2( )L T . Обозначим ее символом ( )( )
i

i

i

f x
xf x

ψψ ∂
∂=

�

�

 

и назовем частной 
iψ -производной функции ( )f x

�

 по переменной ix ,  1 2.i = ;  Смешанной  

Ψ -производной по переменным ix ,  1 2i = ; ,  по аналогии с определением обыкновенной сме-

шанной частной производной, будем называть функцию ( )f xΨ ,�

 рядом Фурье которой является 

результат последовательного применения вышеуказанной формулы, но с использованием вме-

сто систем чисел  ( ) ( ) ( )( )1 2;i i ik k kψ ψ ψ= , соответственно ( ) ( ) ( )1 2( ; ),i i ik k kΨ = Ψ Ψ  

1 2,i = ;  

2 1

2 1

( )
( ) ( )

f x
f x

x x

Ψ Ψ
Ψ ∂ ∂= .

∂ ∂

�

�

 

Поскольку существование обычных частных производных по каждой переменной ix ,  

1 2,i = ;  в общем случае не гарантирует существования смешанной производной по этим пере-

менным, то будем считать, что выполняются условия 

( ) ( )(1) , , 1;2, 1;2.ij ijk O k k i jψ = Ψ → ∞ = =  

Для заданного набора функций ijψ ,  ijΨ ,  1 2i = ; ,  1 2j = ; , символом 2C ψ
∞  принято обозна-

чать множество непрерывных функций 2( )f L T∈ , имеющих почти везде ограниченные 

в смысле плоской меры Ψ - и 
iψ -производные  

2esssup ( ) 1 esssup ( ) 1 1 2if x f x i x TψΨ| |≤ , | |≤ , = ; , ∈ .� � �

 

Изучению аппроксимативных свойств этих классов посвящены работы [Степанец, Пачу-
лиа, 1991; Рукасов и др., 2007].  

Если для наборов функций ( )ij kψ  и ( )ij kΨ ,  1 2i = ; ,  1 2j = ; ,  определяющих класс 2C ψ
∞ , 

существуют функции ( )i kψ , ( )i kΨ  и числа iβ ,  i Rβ ∗ ∈ ,  1 2i = ; ,  такие, что  

1 2( ) ( ) cos ( ) ( )sin
2 2
i i

i i i ik k k k
β π β πψ ψ ψ ψ= , = ,  

1 2( ) ( ) cos ( ) ( )sin
2 2
i i

i i i ik k k k
β π β π∗ ∗

Ψ = Ψ , Ψ = Ψ ,  

то 2C ψ
∞  является классом ( )ψ β, -дифференцируемых функций. Будем обозначать такие клас-

сы 2C ψ
β ,∞ . Если, кроме того, для чисел 0r > ,  0s > ,  1r r≥ ,  1s s≥  выполнены условия 

1( ) rk k −Ψ = , 2 ( ) ,sk k −Ψ =  1
1( ) ,rk kψ −=  1

2 ( ) ,sk kψ −=  1 ,rβ =  1 ,sβ ∗ =  2 1rβ = ,  2 1sβ ∗ = ,  то 
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классы 2C ψ
β ,∞  совпадают с классами 

1 1

r s
r sW ,

, . В работе [Степанец, 1973] изучены вопросы прибли-

жения классов 
1 1

r s
r sW ,

,  прямоугольными суммами Фурье  

1 2

1 2

1 2

1 1
( )

0 0

( ) ( ) 2 ( )
n n

q k
n n n k

k k

S f x S f x A f x
− −

−
,

= =

; = ; = ; .∑∑
�

��

� � �

 

Там же для верхних граней уклонений прямоугольных сумм Фурье ( )nS f x;�

�

, взятых по 

классам 
1 1

r s
r sW ,

, , получено асимптотическое равенство при in → ∞,  1 2,i = ;   

1 1 1 1 1 1

1 2 1 2
2 2

1 2 1 2 1 2

4 ln 4ln ln ln 1 1
( ) (1)( )r s

r s n r s r sr s

n n n n
E W S O

n n n n n nπ π
,
, ; = + + + + .�  

В случае, когда функции, задающие класс, определяются соотношениями ( ) x
i ix qψ = ,  

( ) x
i ix QΨ = ,  1 2i = ; ,  классы 2 ,C ψ

β ,∞  по аналогии с классами функций одной переменной, обо-

значаются 2qCβ ,∞ .  В работах [Рукасов, Новиков, Бодрая, 2007; Рукасов, Новиков, Ровенская, 

2008] рассмотрены вопросы приближения этих классов прямоугольными суммами Фурье 
( )nS f x;�

�

 и прямоугольными суммами Валле Пуссена, определяемые равенством  

 
1 2

1 2

1 1 2 2 2

1 1

1 2

1
( ) ( )

n n

n p k k
k n p k n p

V f x S f x
p p

− −

, ,
= − = −

; = ; ,∑ ∑� �

� �

  (1) 

2 1 2i i in N p N p n i∈ , ∈ , < , = ; .�

 

В работе [Рукасов, Новиков, Ровенская, 2008] для верхних граней уклонений прямоуголь-

ных сумм Валле Пуссена на классах 2qCβ ,∞  получена асимптотическая формула при in → ∞,  

1 2,i = ;   

1 1
2

2 3
1 2 1 2

4
( ) (1)(

(1 ) ( )(1 )

i i i in p n p
q i i

n p
i ii i i i i i

q q
E C V O

p q p n p qβ π

− + − +

,∞ ,
= ; = ;

; = + +
− − −∑ ∑� �  

11

2 2
1 2 1 2

)
(1 ) (1 )

j ji
n pn
ji

i ji i j j

Qq

p q p Q

− ++

= ; = ;

+ + .
− −∑ ∏  

Обозначим через qD  множество последовательностей ( )kψ ,  k N∈ ,  для которых выпол-

няется соотношение  

( 1)
lim (0 1)

( )k

k
q q

k

ψ
ψ→∞

+ = , ∈ ; .  

Для верхних граней уклонений сумм Фурье на соответствующих классах функций одной 

переменной Cψ
β ,∞ ,  ( ) qk Dψ ∈  в работе [Степанец, Сердюк, 2000] было получено при n → ∞  

асимптотическое равенство  

2 2

8
( ) ( )( ( ) (1)( ))

(1 ) (1 )
n

n

q
E C S n K q O

n q q
ψ
β

εψ
π,∞; = + + ,

− −
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где  

2

2 2
0

( 1)
( ) sup

( )1 sin
n

k n

du k
K q q

kq u

π

ψε
ψ≥

+= , = | − | .
−∫  

Асимптотическое равенство для верхних граней уклонений сумм Валле Пуссена на клас-

сах Cψ
β ,∞ ,  ( ) qk Dψ ∈  получено в работе [Рукасов, 2003]:  

1

2 2

4 1
( ) ( 1)( (1)(

(1 ) (1 )

p

n p

q
E C V n p O

q p p q
ψ
β ψ

π

−

,∞ ,; = − + + +
− −

 

3 4

1
))

(1 ) ( ) (1 )
n p

q p n p q

ε −+ + .
− − −

 

В данной работе получена асимптотическая формула, которая является двумерным анало-

гом последнего равенства для класса функций 2C ψ
β ,∞ ,  ( ) ,

ii qk Dψ ∈  (0 1),iq ∈ ;  ( )
ii Qk DΨ ∈ ,  

(0 1)iQ ∈ ; ,  1 2i = ; .   

Результат  

Приведем некоторые определения и вспомогательные утверждения.  
Пусть 1 2{ }Λ = Λ ,Λ  — фиксированный набор бесконечных треугольных числовых матриц 

( ){ }i

i

n
i kλΛ = ,  ( )

0 1inλ = , ( ) 0i

i

n
kλ =  для i ik n≥ ,  1 2i = ; .  Обозначим ( )( )

1 2

i

i

nn
kk

i

λ λ
= ;

= ∏
�

� . Каждой функ-

ции 2( )f L T∈  поставим в соответствие многочлен  

1 2

1 2

1 2

1 1
( ) ( )

,
0 0

( ) ( ) 2 ( )
n n

q k n
n n n k k

k k

U f x U f x A f xλ
− −

−

= =

; ;Λ = ; ;Λ = ; .∑∑
�

�

� ��

� � �

 

Многочлены ( )nU f x; ;Λ�

�

 представляют собой прямоугольные суммы Валле Пуссена 

( ),n pV f x, ;� �

�

 определяемые (1), в случае, когда числа ( )i

i

n
kλ  задаются соотношениями  

( )

1 0 1

1 1 1 2.
i

i

i i i
n

k i i i
i i i i i i i

i

k n p

k n p
n p k n p N p n i

p

λ
, ≤ ≤ − − ,⎧

⎪= − +⎨ − , − ≤ ≤ − , ∈ , ≤ , = ;⎪
⎩

 

Величины ( ) ( ) ( )n n pf x f x V f xδ ,; = − ;� � �

� � �

 являются уклонениями таких многочленов от 

функции ( )f x .�

 Основной целью работы является получение асимптотических формул для 

верхних граней уклонений ( )n f xδ ;�

�

 на классах 2C ψ
β ,∞ .  Имеет место следующее утверждение.  

Теорема 1. Пусть ( )
ii qx Dψ ∈ ,  ( )

ii Qx DΨ ∈ ,  iq ,  (0 1)iQ ∈ ; ,  iβ ,  i Rβ ∗ ∈ ,  ip N∈ ,  i ip n< ,  

1 2i = ; .  Тогда при i in p− → ∞  имеет место асимптотическая формула  

2

2( ) sup ( ) ( )n p n p C
f C

E C V f x V f x
ψ

β

ψ
β

,∞

,∞ , ,
∈

; = || − ; || =� � � �

�
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2 3
1 2 1 2

( 1) ( 1)4
(1)[

(1 ) (1 ) ( 1)
i i i i i i

i ii i i i i i

n p n p
O

p q p q n p

ψ ψ
π = ; = ;

− + − += + +
− − − +∑ ∑  

2 4
1 2 1 2

( 1) ( )( 1)

(1 ) (1 )

i
i i

p
i i i n p ii i i i

i ii i i

n pn p q

p q q

ψ ε ψψ −

= ; = ;

− +− ++ + +
− −∑ ∑  

1 1 2 21 2

2 2 2
1 2 1 2

( ) ( )( 1)
(1

(1 ) (1 ) (1 )
n p n pi i i

i i i

n p

Q p Q Q

ε ε− −

= ;

Ψ ΨΨ − ++ + + +
− − −∏  

 1 1 2 21 2

2 2
1 2

( ) ( )
)]

(1 ) (1 )
n p n p

Q Q

ε ε− −Ψ Ψ
+ ,

− −
 (2) 

где (1)O  — величина, равномерно ограниченная относительно in , ip , iq , iQ ,  iβ , iβ ∗,   

 
( 1) ( 1)

( ) sup lim
( ) ( )m

kk m

k k
q q

k k

ψ ψε ψ
ψ ψ→∞≥

+ += | − |, = .           (3) 

Доказательство. Используя рассуждения работы [Рукасов, Новиков, Бодрая, 2007], можно 
показать, что  

( )n p f xδ , ; =� �

�

 

( )

1 2 1

1
( ) (1 ) ( ) cos( )

2
i i

i

i i

n i
ii k i i i i i

i k n p

f x t k k t dte
π

ψ

π

β πλ ψ
π

∞

= ; = − +−

= + − + −∑ ∑∫
�

�  

2

( )

2
1 2 11 2

1
( ) (1 ) ( ) cos( )

2
j

j j

j j j

n j
jj j j j j

j n pjT

f x t t dte ν ν
ν

β π
λ ν ν

π

∗∞
Ψ

= ; = − += ;

− + − Ψ + .∑ ∑∏∫
�

�  

Далее понадобится следующее утверждение (см., напр., [Рукасов, 2003]). 
Лемма. Пусть qDψ ∈ ,  (0 1),q ∈ ;  и  

( )

1 0

1 1 0 .
n

k

k m

n k
m k n n k k N

n m

λ
, ≤ ≤ ,⎧

⎪= −⎨ , + ≤ ≤ − , , ≤ , ∈⎪ −⎩

 

Тогда для любой последовательности чисел kγ ,  1 2k = , ,...,  при любых натуральных n,  

m n<  справедливо равенство  

( )

1

(1 ) ( ) cos( ) ( 1)n
k k

k m

k kt mλ ψ γ ψ
∞

= +

− − = + ×∑  

( 1) ( )

1

[ (1 ) cos( ) ( )]m n k
k k m

k m

q q kt r tλ γ ψ
∞

− +

= +

× − − + , ,∑  

в котором  

( )1
( ) 1

1 ( )
2 1

(1 ) ( 1)
( ) (1 ) (

(1 ) ( )

ni
n m l

m m n
i l m l

m l
r t

m l

λ ψψ λ
λ ψ

−∞
+ +

+
= = +

− + +, = − −
− +∑ ∏  
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( )
1

( )
1

1
)cos(( ) )

1

n
im i

m in
m

q m i t
λ γ
λ

−+
+

+

−− + − ,
−

 

причем, начиная с некоторого 0m ,   

2 2

3 ( )
( )

(1 ( )) (1 )
m
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Используя утверждение леммы, имеем  

( 1)

1 2

1
( ) ( )[ ( 1)i i in p

in p i i i i i
i

f x f x t n p qe
π

ψ

π

δ ψ
π

− − +
,

= ; −

; = + − + ×∑ ∫� �

� �
�  

( )
1

1

(1 ) cos( ) ( 1) ( )]
2

i i

i i i

i i

n k i
k i i i i i i n p i i i

k n p

q k t n p r t dt
β πλ ψ ψ

∞

− +
= − +

× − + + − + , −∑  

2

( 1)

2
1 2 1 2

1
( ) [ ( 1) j jn p

jj j j j j
j jT

f x t n p Qeπ
− − +Ψ

= ; = ;

− + Ψ − + ×∑ ∏∫
�

�  

( )
1

1

(1 ) cos( ) ( 1) ( )]
2

j j

j j j

j j j

n j
j j j j j j n p j j j

n p

Q t n p r t dtν
ν

ν

β π
λ ν

∗∞

− +
= − +

× − + + Ψ − + ,Ψ =∑

( 1) ( )

1 2 1

1
( 1) ( ) (1 )i i i i

i

i i

n p n
ii i i i i k

i k n p

n p q f x t e
π

ψ

π

ψ λ
π

∞
− − +

= ; = − +−

= − + + − ×∑ ∑∫
�

�  

1
1 2

1
cos( ) ( 1) ( ) ( )

2
i i

i i

k i
ii i i i i i i i n p i i i

i

q k t dt n p f x t r t dte
π

ψ

π

β π ψ ψ
π − +

= ; −

× + + − + + , −∑ ∫
�

�

2

( 1)
2

1 2 {1 2} {1 2}

1
( ) ( 1) s sn p

jj s s s s
j sT

f x t n p Qe
ξ ξπ

− − +Ψ

= ; ⊂ , ∈ ,

− + Ψ − + ×∑ ∑ ∏∫
�

�

�

 

( )

1

(1 ) cos( ) ( 1) ( )
2

s s

s j j

s s s

n s
s s s s j j j n p j j j

n p j

Q t dt n p r t dtν
ν

ν ξ

β πλ ν
∗∞

−
= − + ∈

× − + Ψ − + , Ψ .∑ ∏  

В работе [Рукасов, Новиков, 1998] показано, что 

1
( )

1 1

1
(1 ) cos( ) cos( )

2 2

n
n k m

k
k n p k n p m k

q kt q mt
p

βπ βπλ
∞ − ∞

= − + = − = +

− + = + =∑ ∑ ∑  

1

2

sin
cos(( 1) 2 )

(1 2 cos ) 2 1 cos

n pq q t
n p t

p q t q q t

βπ− +

= − + + + −
− + −

 

1

2

sin
cos(( 1) 2 )

(1 2 cos ) 2 1 cos

nq q t
n t

p q t q q t

βπ+

− + + + .
− + −

 



О. А. Новиков, О. Г. Ровенская 

 ____________________ КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ ____________________  

262 

Тогда  

1
1 2

( 1)1
( ) ( ) ( )i i

i ii i

i i i
in p i n p i in p

i i i

n p
f x f x t b t dte

q p

π
ψ β

π

ψδ
π, −− +

= ; −

− +; = + +∑ ∫� �

� �
�  

2 4
1 2 1 2

( 1) ( )( 1)
(1)[

(1 ) (1 )

i
i i

p
i i i n p ii i i i

i ii i i

n pn p q
O

p q q

ψ ε ψψ −

= ; = ;

− +− ++ + +
− −∑ ∑  

1 1 2 21 2

2 2 2
1 2 1 2

( ) ( )( 1)
(1

(1 ) (1 ) (1 )
n p n pi i i

i i i

n p

Q p Q Q

ε ε− −

= ;

Ψ ΨΨ − ++ + + +
− − −∏  

 1 1 2 21 2

2 2
1 2

( ) ( )
)]

(1 ) (1 )
n p n p

Q Q

ε ε− −Ψ Ψ
+ ,

− −
 (4) 

где  

1

1

( ) cos( ).
2

i

i i

i i

i i i i

n
m i

n p i i i i
k n p m k

b t q m tβ β π− ∞

−
= − = +

= +∑ ∑  

Так как 2( )f x C ψ
β ,∞∈ ,�

 то  

2
1

1 2

( 1)1
( ) ( )i

i ii i

i i i
n p n p i in p

i i i

n p
E C V b t dt

q p

π
βψ

β
π

ψ
π,∞ , −− +

= ; −

− +; ≤ | | +∑ ∫� �  

2 4
1 2 1 2

( 1) ( )( 1)
(1)[

(1 ) (1 )

i
i i

p
i i i n p ii i i i

i ii i i

n pn p q
O

p q q

ψ ε ψψ −

= ; = ;

− +− ++ + +
− −∑ ∑  

 1 1 2 21 2

2 2 2
1 2 1 2

( ) ( )( 1)
(1

(1 ) (1 ) (1 )
n p n pi i i

i i i

n p

Q p Q Q

ε ε− −

= ;

Ψ ΨΨ − ++ + + +
− − −∏   

 1 1 2 21 2

2 2
1 2

( ) ( )
)].

(1 ) (1 )
n p n p

Q Q

ε ε− −Ψ Ψ
+

− −
 (5) 

Найдем функцию 2
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На основании соотношения (4) для любой 2f C ψ
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В работе [Рукасов, Новиков, 1998] показано, что функции sign ( )i
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и имеет место следующее соотношение:  
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На основании соотношения (7) можем сделать вывод о том, что для найденной функ-
ции 0 ( )f x
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 справедливо соотношение (6).  

Сопоставляя (5) и (6), получаем  
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В работе [Рукасов, Новиков, 1998] показано, что  
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Объединяя два последних равенства, получаем асимптотическую формулу (2). Теорема 
доказана.                   � 

Замечание. При выполнении условий  
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n n p

n

q Q p p iε −→∞ − →∞
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= , = ∞, < ∞ = ; ,  

соотношение (2) обеспечивает решение соответствующей задачи Колмогорова–Никольского.  
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