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В работе рассматривается популяционная динамика, описываемая модифицированной 
моделью хемостата, в которую включены диффузия, хемотаксис и нелокальные конкурентные 
потери. Для учета воздействия внешнего окружения экосистемы на популяцию, при построе-
нии численных решений в систему уравнений модели включались случайные параметры. С по-
мощью компьютерного моделирования выявлено три динамических режима, зависящих от зна-
чений параметров системы: переход от начального состояния к пространственно-однородному 
стационарному состоянию, к пространственно-неоднородному распределению популяционной 
концентрации и к элиминации популяционной концентрации. 
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Abstract. – Population dynamics is considered in a modified chemostat model including diffusion, chemotaxis, 
and nonlocal competitive losses. To account for influence of the external environment on the population of the 
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steady state, to a spatially inhomogeneous distribution of population density, and elimination of population 
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Введение 

Модель хемостата описывает биотехнологический процесс проточного культивирования 
микробиологической культуры в условиях принудительного перемешивания. Достаточно пол-
ный обзор и обобщения модели хемостата можно найти в монографии [Smith etc., 1995]. 
В большинстве работ, посвященных исследованию математических свойств хемостата, рас-
сматривают стационарные состояния при различных условиях [Перт, 1978].  

Нестационарное поведение хемостата изучалось в [Smith etc., 1995], где найдено пре-
дельное множество траекторий динамики хемостата в одномерном случае. В [Евдокимов и др., 
2000] представлена гамильтонова формулировка уравнений хемостата в одномерном случае 
(культивируются клетки одного генотипа), найдено частное аналитическое решение, разрабо-
тан и проверен экспериментально методический подход, позволяющий использовать гамильто-
нов формализм для анализа кинетики роста микроорганизмов в хемостате. 

Математическая модель хемостата, описывающая рост популяции микроорганизмов при 
проточном культивировании, предложенная Дж. Моно [Monod, 1949], имеет следующий вид: 

 ( )0( ) ( ) ( ( )) ,U t U t m S t δ= −   (1) 

 ( ) ( )0 0
0

( )( ) ( ) ( ) ,U tS t S S t m S t
Y

δ= − −  (2) 

 ( ) max .
S

m Sm S
K S

=
+

  (3) 

Здесь t  − время, U  − концентрация клеток микроорганизмов в ферментере (культиваторе); S − 
концентрация лимитирующего рост клеток субстрата в ферментере; S0  − концентрация субстрата, 
подаваемого в ферментер; удельная скорость роста (размножения) клеток ( )m S  имеет размерность 
обратного времени и задается формулой Моно (3) [Monod, 1949]; 0δ  − проток через ферментер, 
имеет такую же размерность; maxm  и SK  (= const) − кинетические параметры роста клеток; maxm  − 
максимально возможная удельная скорость роста; SK  − константа насыщения; 0Y  − «термодина-
мическая» константа роста, экономический коэффициент, показывающий, какая доля субстрата 
идет на увеличение биомассы. Размерность − относительные единицы. 

Система (1)–(3) имеет устойчивое, по Ляпунову, нетривиальное стационарное решение 
[Перт, 1978; Smith etc., 1995]: 

 0

max 0
,SKS

m
δ
δ

=
−

  0 0( ).U Y S S= −   (4) 

Модель Моно (1)−(3) является базовой в микробиологии и биотехнологии [Перт, 1978; 
Smith etc., 1995].  

Модифицированная модель 

Рассмотрим модифицированную модель динамики хемостата (1)−(3) с дополнительными 
членами, учитывающими совместное влияние диффузии, конвекции (дрейфа) и случайных воз-
действий внешнего окружения на переходные процессы в динамике роста популяции 
в проточной среде без перемешивания. Модифицированная модель включает также нелокаль-
ные взаимодействия и зависимость кинетических коэффициентов от популяционной концент-
рации.  

Поскольку учет совместного влияния нелокального взаимодействия и диффузии на дина-
мику хемостата представляет собой сложную математическую проблему, рассмотрим случай 
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одномерной динамики. Случайные воздействия на пространственное распределение популяци-
онной концентрации моделируется включением случайной функции в уравнение модели.  

Модифицированную систему уравнений (1)−(3) запишем в следующем виде: 

 

2

0 02

0 0

( , ) ( , ) ( , )( , )( ( ) ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

U
U x t U x t S x tU x t m S D U x t
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k U x t f x y U y t dy R x t U x t
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∞
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∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠

− +∫
 (5) 

 
2

0 0 2
0

( , ) ( , ) ( , )( ( , )) ( ) ,S
S x t U x t S x tS S x t m S D

t Y x
δ∂ ∂

= − − +
∂ ∂

     (6) 

где концентрация микроорганизмов ( , )U x t  и концентрация субстрата ( , )S x t  зависят от време-
ни t  и пространственной координаты ;x  ( )m S  имеет вид (3); параметры 0 ,S  max ,m  ,SK  0 ,δ  0Y  
имеют тот же смысл и размерности, что и в системе (1)−(3). Пространственная координата x  
выбрана безразмерной (отнесена к размеру области, занимаемую популяцией). Коэффициенты 
диффузии ,UD  SD  концентраций популяции и субстрата, соответственно, имеют размерность 

обратного времени; конвекция 0
( , )( , ) S x tU x t
x

κ ∂
∂

 учитывает хемотаксис микроорганизмов по 

субстрату; интегральное выражение 0 ( , ) ( , ) ( , )k U x t f x y U y t dy
∞

−∞
∫  моделирует нелокальные кон-

курентные потери с функцией влияния ( , );f x y  коэффициент 0κ  и коэффициент нелиней-
ности 0k  имеют размерность обратного времени и обратной концентрации; случайная функция 

0 ( , )R x t  моделирует воздействие внешнего окружения на динамику популяции и имеет размер-
ность обратного времени. 

Основная цель работы заключается в качественном исследовании влияния диффузии 
и нелокальных потерь на динамику популяционной концентрации при наличии хемотаксиса и слу-
чайных воздействий, поэтому для численного моделирования перейдем к безразмерному виду сис-
темы (5), (6). Заменим время t  на ,tτ  где τ  – характерное время роста популяции, t  – безразмер-
ное время. Обозначим 0U  амплитуду начального распределения ( ,0)U x  популяционной концен-
трации и введем относительную популяционную концентрация 0( , ) ( , ) / ;u x t U x t U=  концентрация 
субстрата ( , )S x t  отнесем к 0 ,S  положив 0( , ) ( , ) / .s x t S x t S=  Введя безразмерные величины 

,u UD D τ=  ,s SD D τ=  0 ,δ δ τ=  0 0 ,Sκ κ τ=  0 0 ,k k U τ=  0( , ) ( , ) ,R x t R x t τ=  max max ,mμ τ=  

0
,S

s
KK
S

=  max( ) ,
s

ss
K s
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+

 запишем (5), (6) в виде 

 

2

2
( , ) ( , ) ( , )( , )( ( ) ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

u
u x t u x t s x tu x t s D u x t

t x xx

ku x t f x y u y t dy R x t u x t

μ δ κ

∞

−∞

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠

− +∫
 (7)

 

 
2

2
( , ) ( , ) ( , )(1 ( , )) ( ) ,s

s x t u x t s x ts x t s D
t Y x

δ μ∂ ∂
= − − +

∂ ∂
  (8) 



А. В. Борисов, Л. А. Краснобаева, А. В. Шаповалов 

 ____________________ КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ ____________________  

124 

Численные решения системы (7), (8) строились в области l x l− < <  на промежутке вре-
мени 0 .t T< <  Значения параметров max ,μ  ,sK  ,δ  Y  выбирались с учетом оценок, приведен-
ных в [Евдокимов, 2000]. Граничные условия выбирались в виде равенства нулю потоков кон-
центраций культуры и субстрата через границы расчетной области: 

 

( , ) ( , ) 0,

( , ) ( , ) 0.

x l x l

x l x l

u x t u x t
x x

s x t s x t
x x

=− =

=− =

∂ ∂
= =

∂ ∂

∂ ∂
= =

∂ ∂

  (9) 

Функция влияния из соображений простоты выбиралась постоянной на отрезке [ , ]y yσ σ− +  
с центром в точке y: 

 
1, | | ,

( , )
0, | | .

x y
f x y

x y
σ
σ

− ≤⎧
= ⎨ − >⎩

 (10) 

В начальный момент времени 0t =  концентрация субстрата полагалась постоянной, 
а концентрация микроорганизмов распределенной по гауссову закону: 

 ( ,0) ss x C= =const,  
2

2
0

( ,0) exp ,xu x
σ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (11) 

где амплитуда начального распределения равна единице, 0σ  − параметр, характеризующий 
размер области локализации начального распределения популяционной концентрации. Размер-
ность параметров ,σ 0σ  − относительные единицы.  

Численные решения модифицированной модели 

Построение численных решений системы (7), (8) показало, что существует три различных 
динамических режима, зависящих от значений параметров системы, соответствующих асим-
птотическому ( t →∞ ) переходу начального распределения (11) в одно из следующих трех ста-
ционарных состояний: пространственно-однородное распределение аналогичное (4), причем 
предельная концентрация субстрата близка к нулю; пространственно-неоднородное распреде-
ление концентраций популяции и субстрата и элиминация популяции (переход к стационарно-
му однородному состоянию с концентрацией микроорганизмов близкой к нулю).  

Так как режим элиминации менее интересен, результаты численных расчетов ниже при-
ведены для первых двух режимов, которые получены при выборе следующих значений пара-
метров max ,μ  ,Y  ,δ :sK  

 max 4,μ =  10,Y =  1,δ =  0,1.sK =  (12) 

Увеличение max ,μ Y  приводит к пространственно-однородному распределению (первый ре-
жим), а уменьшение параметров max ,μ  Y  относительно значений (12) – к элиминации культуры 
(третий режим). Аналогичное изменение параметров ,δ SK  приводит к обратному эффекту.  

Асимптотическое условие t →∞  обеспечивалось выбором расчетного временного интер-
вала, в течение которого прошли переходные процессы и сформировались стационарные рас-
пределения концентраций популяции и субстрата. 

Численные расчеты, проведенные для различных значений параметров начального рас-
пределения (11) при неизменных значениях остальных параметров также показали, что в полу-
чающихся в результате эволюции стационарных распределениях в указанных выше случаях не 



Влияние диффузия и конвекции на динамику хемостата 

 ______________________________________ 2012 Т. 4, № 1, С. 121–129 ______________________________________  

125

наблюдается зависимость от параметров 0,sC σ  начального распределения (11). В работе при-
ведены результаты для 1,sC =  2

0 0,1.σ =  
Вид асимптотических стационарных распределений зависит от параметра хемотаксиса .κ  

При малых κ  наблюдается формирование пространственно-неоднородных распределений. 
В работе получено такое распределение при 0,1.κ =  При увеличении κ  пространственные не-
однородности распределений исчезают.  

Приведем результаты численного моделирования для следующих случаев, отражающих 
основные особенности влияния диффузии, нелокального взаимодействия и случайных факторов 
на динамику, описываемую системой (7), (8) с граничными и начальными условиями (9), (11). 
1. Локальные конкурентные потери (интегральный член в (7) заменяется на 2 ( , ))lk u x t−  

и значения параметров: 2,lk =  коэффициенты диффузии 0.1,u sD D= =  ( , ) 0.R x t =  
2. Локальные конкурентные потери и значения параметров: 2,lk =  коэффициенты диффузии 

0.001,uD =  1,sD =  ( , ) 0.R x t =  
3. Параметры нелокального взаимодействия: 10 / 3,k =  0.3,σ =  коэффициенты диффузии 

0.1,u sD D= =  ( , ) 0.R x t =  
4. Параметры нелокального взаимодействия: 10 / 3,k =  0.3,σ =  коэффициенты диффузии 

0.001,uD =  1,sD =  ( , ) 0.R x t =  
5. Параметры нелокального взаимодействия: 10 / 3,k =  0.3,σ =  коэффициенты диффузии 

0.001,uD =  1.sD =  Случайная функция выбиралась в виде: ( , ) random( , ),R x t R x t= ⋅  где 
0.3,R =  а random( , )x t  – функция, принимающая случайные значения от –0.5 до 0.5. 
Отметим, что параметр локального взаимодействия 2 .lk kσ=  
На рис. 1а приведены распределения популяционной концентрации для случая 1 (для 

случая 2 картина аналогична) в моменты времени 0,t =  5,t =  50.t =  По достижении границ 
расчетной области распределение становится стационарным и однородным. На рис. 1б показа-
на эволюция соответствующей концентрации субстрата ( , ).s x t  Асимптотическое по времени 
стационарное распределение субстрата также однородно. 

(а)

(б)

 
Рис. 1. Распределения концентраций популяции (а) и субстрата (б) для случая 1 

На рис. 2 приведены распределения концентраций популяции ( , )u x t  и субстрата ( , )s x t  для 
случая 3 в моменты времени 0,t =  5,t =  50.t =  Из рис. 2а видно, что начальное распределение 
функции ( , )u x t  эволюционирует аналогично случаю 2 (рис. 3а). По достижении границ расчет-
ной области решение системы выходит на пространственно-неоднородное стационарное распре-
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деление. Вблизи границ расчетной области нелокальные конкурентные потери меньше, что при-
водит к увеличению популяционной концентрации в окрестности границ. На рис. 2б показана 
эволюция соответствующего распределения концентрации субстрата ( , )s x t . При выходе на ста-
ционарное распределение концентрация s также имеет пространственную неоднородность, кото-
рая менее выражена по сравнению с неоднородностью популяционной концентрации. 

(а)

(б)

 
Рис. 2. Распределения концентраций микроорганизмов (а) и субстрата (б) для случая 3 

На рис. 3 приведены распределения концентраций популяции и субстрата для случая 4 
в моменты времени 0,t =  5,t =  50.t =   

Из рис. 3а видно, что начальное распределение концентрации u  эволюционирует в про-
странственно-неоднородную структуру, отличную от случаев 1–3. При 5t =  наблюдается обра-
зование двух максимумов слева и справа относительно центра, которые со временем движутся 
к границам расчетной области. В результате взаимодействия с границами образуется стацио-
нарная структура, подобная приведенной на рис. 3а при 50.t =  Такая структура возникает при 
нелокальных конкурентных потерях и условии .u sD D<  Чем значительнее различие между uD  
и ,sD  тем более выражена неоднородность распределения. На рис. 3б приведена эволюция 
концентрации субстрата. Пространственная неоднородность стационарного распределения s  
менее выражена по сравнению с аналогичным распределением популяционной концентрации. 

(а)

(б)

 
Рис. 3. Распределения концентраций популяции (а) и субстрата (б) для случая 4 
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На рис. 4 приведены распределения концентраций u  (рис. 4а) и s  (рис. 4б) для случая 5 
(при наличии случайных воздействий) в моменты времени 0,t =  5,t =  50.t =   

(а)

(б)

 
Рис. 4. Распределения концентраций микроорганизмов (а) и субстрата (б) для случая 5 

Из рис. 4 видно, что малое случайное воздействие не изменяет качественно динамики, но 
приводит к флуктуациям концентраций в процессе эволюции. 

Моменты пространственного распределения 

Представление о динамике популяции в целом дают первые моменты пространственного 
распределения концентраций популяции и субстрата.  

Моменты нулевого порядка 

( ) ( , )u t u x t dxμ
∞

−∞

= ∫ ,  ( ) ( , )s t s x t dxμ
∞

−∞

= ∫   

характеризуют общую численность популяции ( ( )),u tμ  отнесенную к амплитуде начального 
распределения U0, и количество субстрата ( ( )),s tμ  отнесенное к 0.S  Динамика моментов второ-
го порядка, 

21( ) ( , ) ,
( )u

u
t x u x t dx

tμ

∞

−∞

Δ = ∫   21( ) ( , ) ,
( )s

s
t x s x t dx

tμ

∞

−∞

Δ = ∫   

позволяет более точно характеризовать установление стационарных распределений популяции 
и субстрата. 

На рис. 5 и 6 приведены зависимости ( )u tμ  (рис. 5а) и ( )s tμ  (рис. 5б), ( )u tΔ  (рис. 6а) 
и ( )s tΔ  (рис. 6б), полученные для случаев 1–5, указанных в предыдущем пункте. Номера кри-
вых на этих рисунках соответствуют случаям 1–5. Из вида графиков, показанных на рис. 5 и 6, 
следует, что в случае локальных конкурентных потерь образуется однородное стационарное 
состояние концентраций популяции и субстрата.  

Из сравнения графиков, приведенных на рис. 5 для случаев 1–2 и 3–5 следует, что в случае 
нелокальных конкурентных потерь стационарные значения момента uμ  выше, чем в случае ло-
кальных потерь. Для стационарных значений момента sμ  наблюдается обратное соотношение. 
Следовательно, нелокальные конкурентные потери увеличивают потребление субстрата.  

Из сравнения кривых на рис. 5а (сравниваются случаи 1 с 2 и 3 с 4–5) видно, что при 
уменьшении коэффициента uD  (увеличении ),sD  угол наклона кривых ( )u tμ  уменьшается, 
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а ( )s tμ  увеличивается. На рис. 5а и 1б для случаев 3 и 4–5 значения ,uμ  отвечающие стационар-
ным состояниям, различны, следовательно, при нелокальном взаимодействии в уравнении (7) 
с уменьшением коэффициента диффузии uD  (увеличением sD ) численность uμ  в стационарном 
состоянии уменьшается, а соответствующее стационарное значение sμ  увеличивается. Таким 
образом, при заданном значении коэффициента нелокальных потерь k  и изменении коэффици-
ентов диффузии изменяются стационарные значения uμ  и ,sμ  а при заданном значении коэффи-
циента локальных потерь lk  изменение диффузии не влияет на стационарные значения uμ  и .sμ  

(а)

(б)

 
Рис. 5. Динамика первых моментов популяции ( )u tμ  (а) и субстрата ( )s tμ  (б) 

(а)

(б)

 
Рис. 6. Динамика вторых моментов популяции ( )u tΔ  (а) и субстрата ( )s tΔ  (б) 

Из сравнения рис. 5 и 6 видно, что когда первые моменты ( )u tμ  и ( )s tμ  достигли ста-
ционарных значений (рис. 5), вторые моменты продолжают изменяться (рис. 6). То есть пере-
ход к стационарному состоянию еще не закончился. Отсюда следует, что вторые моменты 

( )u tΔ  и ( )s tΔ  более точно определяют выход на стационарное состояние. 

Заключение 

Проведенное численное моделирование выявило три динамических режима перехода на-
чального распределения (11), локализованного в окрестности начала координат: переход 
в стационарное однородное состояние, в пространственно-неоднородное стационарное состоя-
ние популяционной концентрации и субстрата, в элиминации (исчезновение) популяции. 

Формирование пространственно-неоднородной структуры обусловлено нелокальным 
взаимодействием в популяции при условии, что диффузия субстрата существенно выше диф-
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фузии в популяции. Моделирование динамики с учетом случайных факторов приводит к выво-
ду об устойчивости выявленных динамических режимов.  
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