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Введение 

Моделирование реальных систем требует учета их нелинейных динамических свойств 
и уникальных особенностей. Для выполнения этих требований может быть применен подход 
Винера–Вольтерра, предполагающий построение макромодели исследуемой системы на основе 
экспериментальных данных [Винер, 1961]. Макромодель — это формальное описание взаимо-
связи входа и выхода системы без учета ее внутренней структуры и законов функционирова-
ния. Известно, что данный подход имеет определенные преимущества при исследовании и мо-
делировании сложных систем, таких как: 

– аналоговые электронные схемы [Музыкин, Родионова, 1984]; 
– нелинейные объекты управления [Пупков, Егупов и др., 2004]. 
В работах [Музыкин, Родионова, 1984; Пупков, Капалин, Ющенко, 1976] также продемон-

стрирована возможность использования подхода Винера–Вольтерра для моделирования систем 
человеко-машинного взаимодействия, а в работе [Marmarelis, 2004] — для моделирования ней-
ронных сетей в физиологии.  

Использование этого подхода на практике связано с серьезными трудностями органи-
зации эксперимента, обработки экспериментальных данных, а также идентификации и рас-
чета используемых макромоделей. При использовании макромоделей Винера–Вольтерра 
наиболее сложным этапом является их идентификация по экспериментальным данным. Для 
идентификации модели в виде отрезка функционального ряда Винера (далее просто модели 
Винера) обычно применяется метод взаимной корреляции входа и выхода, предложенный 
Ю. В. Ли и М. Шетценом [Ли, Шетцен, 1986]. Практическая ценность корреляционного 
подхода проявляется в уменьшении ошибок идентификации исследуемой системы, вызван-
ных наличием аддитивного шума и погрешности измерений. Такой подход также позволяет 
проводить идентификацию в рабочем режиме функционирования системы путем добавле-
ния тестовых воздействий к полезному сигналу [Волков, 2001]. Проблема заключается в 
том, что корреляционные методы требуют использования специальных тестовых воздейст-
вий и предъявляют очень серьезные требования к их статистическим характеристикам. 
Сложность получения воздействий с заданными характеристиками является одной из ос-
новных причин того, что многие исследователи отказываются от использования подхода 
Винера–Вольтерра.  

В книге [Музыкин, Родионова, 1984] показано, что для корреляционной идентификации 
модели Винера -гоn  порядка необходимо, чтобы моментные функции тестового воздействия 
до порядка 2n  включительно совпадали с теоретическими значениями соответствующих мо-
ментных функций белого гауссова шума. Получить такие тестовые воздействия с помощью 
стандартных генераторов белого шума (как физических, так и алгоритмических) не возможно. 
Поэтому для повышения качества тестовых воздействий их подвергают специальным процеду-
рам коррекции. В [Музыкин, Родионова, 1984] и [Штыкин, 1991] для этого используются раз-
ностные ядра и ортогональные функционалы. В работах [Волков, 2001] и [Волкова, 2003] раз-
работан подход, основанный на использовании метода взаимно обратных систем, и показано, 
что дополнительные сложности, вносимые применением подхода, порождают существенно бо-
лее эффективные результаты. Кроме того, в [Волкова, 2003] и [Волков, Волкова, 2008] предло-
жены методы коррекции не только моментных функций, но и других статистических и спек-
тральных характеристик сигналов. 

В данной статье разработан новый метод коррекции моментных функций. Идея метода 
заимствована из работ [Булычев, 2004] и [Штыкин, Труфанов, 2012], но реализация сильно 
отличается. Также предложен новый способ получения нулевых моментных функций нечет-
ных порядков (в ограниченной области индексов), не требующий численной коррекции. Для 
демонстрации эффективности разработанных методов приведены результаты их тестирова-
ния.  
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Постановка задачи 

Развитие вычислительной техники привело к тому, что моделирование, в основном, стало 
осуществляться с помощью компьютеров, а используемые на практике модели и сигналы стали 
дискретными. Дискретная модель Винера описывает преобразование дискретного сигнала ( )x k  

на входе системы в сигнал ( )y k  на ее выходе. Это преобразование описывается разложением 

по ортогональным функционалам Винера [ ( )]mG x k : 

0

( ) [ ; ( )]
p

m m
m

y k G h x k


 , 

где p  — это порядок модели Винера, а mh  — многомерные ядра Винера, полностью опреде-
ляющие свойства модели. Более подробное описание модели Винера можно найти в работах, 
указанных в списке литературы. 

Идентификация модели Винера заключается в оценивании всех ядер, входящих в ее функ-
ционалы. В случае идентификации стационарной динамической системы, ядра модели Винера 

1( , , )m mh i i  характеризуют динамические свойства исследуемой системы, но сами не зависят 
от времени.  

Базовым методом корреляционной идентификации является метод Ли–Шетцена, который 
требует наблюдения реакции ( )y k  исследуемой системы на белый гауссов шум ( )x k  [Ли, 
Шетцен, 1986]. При этом для определения ядра m -го порядка используется выражение: 
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   , (1) 

где черта сверху означает усреднение всего выражение под ней по времени k  по всей длитель-

ности эксперимента, а 2 ( )A x k  — интенсивность белого шума. Выражение (1) позволяет по-
лучать достаточно точные статистические оценки ядер только при использовании специальных 
тестовых воздействий. Решаемая в данной статье задача заключается в разработке эффективно-
го метода формирования таких тестовых воздействий ( )x k  с помощью компьютера. 

Для идентификации модели Винера -гоp  порядка необходимо получить сигнал ( )x k  
с заданными моментными функциями до порядка 2 p  включительно [Музыкин, Родионова, 
1984]. При этом требуется, чтобы эти моментные функции тестового сигнала были близки 
(в идеале совпадали) с теоретическими значениями соответствующих моментных функций бе-
лого гауссова шума.  

Согласно терминологии [Музыкин, Родионова, 1984] моментная функция -гоn  порядка 
сигнала ( )x k  равна 

 1
1

( , , ) ( )
n

n n q
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  . (2) 

Пусть длина сигнала ( )x k  равна N  и ( ) 0x k   для всех 0k  . Тогда в качестве операции ус-
реднения можно использовать операцию получения среднего арифметического по всем значе-
ниям k : 

 
1

1
0 1

1
( , , ) ( )

nN

n n q
k q

R i i x k i
N



 

  . (3) 



Д. Ю. Дунюшкин 

 ____________________ КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ ____________________  

724 

Заметим, что выбор операции усреднения не однозначен. При выборе той или иной оценки 
среднего необходимо помнить, что операции усреднения в формулах (1) и (2) должны быть 
одинаковы. Сформированные тестовые воздействия оказываются «привязаны» к выбранной 
операции усреднения. То есть тестовые воздействия, полученные одними исследователями, мо-
гут плохо подходить для процедур идентификации, написанных другими исследователями, ес-
ли они используют различные операции усреднения. 

Кроме расчета моментных функций корректируемого тестового воздействия требуется 
знать теоретические значения моментных функций белого гауссова шума. Выражения, позво-
ляющие их рассчитывать, приведены в [Музыкин, Родионова, 1984]. Для белого гауссова шума 
единичной интенсивности теоретические значения моментной функции n -го порядка равны 

 1

0, if 2 1,
( , , )

( ), if 2 .     n n
r s

n k
V i i

i i n k

     
  (4) 

Здесь k  — натуральное число, сумма берется по всем способам разбиения индексов 1( , , )ni i  

на пары { , }r si i , а произведение — по всем парам данного разбиения, функция ( )r si i   описы-
вает единичный импульс: 

1,  if ,
( )

0,  else.      
r s

r s

i i
i i


  


 

Например, первые четыре моментные функции дискретного белого шума равны  

1 1( ) 0V i  ,  

2 1 2 1 2( , ) ( )V i i i i  , 

3 1 2 3( , , ) 0V i i i  , 

4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 3 2 4 1 4 2 3( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )V i i i i i i i i i i i i i i i i              . 

Далее будем формировать тестовые воздействия с единичной интенсивностью. Это не ог-
раничивает общности, так как тестовый сигнал другой интенсивности может быть получен 
масштабированием сигнала с единичной интенсивностью по амплитуде. 

На практике получить сигнал, моментные функции которого 1( , , )n nR i i  совпадают 

с теоретическими значениями моментных функций белого гауссова шума 1( , , )n nV i i  для всех 

значений индексов 1, , ,ni i Z  невозможно. Поэтому производится коррекция только тех то-
чек, которые попали в некоторую область моментных функций, задаваемую пользователем. 
Размер этой области зависит от памяти исследуемой системы и используемой модели Винера. 
Чтобы установить взаимосвязь между требуемым размером корректируемой области и памятью 
модели, необходимо детальнее рассмотреть саму модель Винера. 

Структурно модель Винера p  порядка может быть представлена в виде параллельного со-

единения 1p   блоков (рис. 1). Каждый блок модели Винера, кроме нулевого, обладает опре-

деленной конечной памятью mM . Чем больше эта память, тем больше прошлых значений 
входного воздействия влияют на выход блока в текущий момент времени.  

Если отдельный блок mG  модели Винера обладает памятью mM , то для определения его 
ядра Винера методом Ли–Шетцена необходимо подать на вход этого блока тестовое воздейст-
вие, в котором моментная функция порядка 2m  скорректирована во всех точках 2m -мерного 
куба с линейным размером mM . То есть в каждой точке 1 2( , , )mi i , принадлежащей многомер-

ному кубу 1 20 , , ,m mi i M   значение моментной функции 2 1 2( , , )m mR i i тестового сигнала 

должно совпадать с теоретическим значением 2 1 2( , , )m mV i i  соответствующей моментной 
функции белого гауссова шума. 
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 Рис. 1. Структура модели Винера p -го порядка 

Если для идентификации используется модель Винера порядка p  (рис. 1), все блоки кото-
рой имеют одинаковую память M , то в тестовом воздействии должны быть скорректированы 
все моментные функции порядка 1,2, 2n p   во всех точках соответствующих многомерных 

кубов: 10 , , ni i M  .  
На практике также используются модели, в которых память блоков старших порядков зна-

чительно меньше, чем память блоков первого и второго порядка. Если память блока mG  рав-

на mM , то для идентификации модели Винера, включающей этот блок, необходимо, чтобы мо-

ментные функции порядка 2m  и порядка 2 1m   были скорректированы соответственно в 2m -
мерном и 2 1m  - мерном кубе с линейным размером не менее mM  точек. Это обеспечит отсут-

ствие влияния реакции данного блока mG  на оценку ядер Винера младших порядков 

0, , 1m  . В свою очередь влияние блоков младших порядков на оценку ядра блока mG  ис-
ключается за счет вычитания из реакции системы суммарного вклада блоков всех младших по-
рядков в формуле (1). 

Для упрощения описания метода формирования тестовых воздействий будем считать, что 
все блоки модели имеют одинаковую память M . Тогда более строго задачу коррекции можно 
сформулировать следующим образом: необходимо получить сигнал ( )x k  такой, чтобы его мо-

ментные функции 1( , , )n nR i i  были близки (в идеале — совпадали) с соответствующими мо-

ментными функциями белого гауссова шума 1( , , )n nV i i  во всех точках n -мерных кубов 

с линейным размером M . Если потребовать, чтобы для всех 1,...,2n p  и всех 0, , 1mi M  , 
где 1 ,m n   выполнялись точные равенства 

 1 1( , , ) ( , , ),n n n nR i i V i i   (5) 

то после подстановки формул (3,4) в (5) образуется система нелинейных алгебраических урав-
нений степени 2 p . Число неизвестных ( )x k  в этой системе, как правило, больше числа урав-
нений, соответствующих различным точкам. В такой постановке задача является некорректной 
(задача недоопределена). Если же отказаться от точного выполнения равенств (5), то можно 
перейти к задаче нелинейной оптимизации и использовать для ее решения численные методы.  

Описание метода 

Моментные функции белого гауссова шума удобно разделить на две группы: моментные 
функции нечетных и четных порядков. Теоретические значения моментных функций нечетных 
порядков белого гауссова шума тождественно равны нулю во всех точках: 

2 1 1 2 1( , , ) 0,n nV i i    
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где n  — натуральное число. Поэтому для идентификации требуется сигнал, моментные функ-
ции нечетных порядков которого равны нулю для всех индексов, меньших размера памяти сис-
темы: 

 2 1 1 2 1( , , ) 0,n nR i i    для всех индексов 1 2 10 , , ni i M  . (6) 

Это условие является необходимым для обеспечения ортогональности функционалов Винера 
относительно используемого тестового воздействия. 

В доступных публикациях коррекция моментных функций нечетных порядков произво-
дится с помощью численных методов, несмотря на то, что существует достаточно простые 
приемы, позволяющие этого избежать. Для этого достаточно произвольный сигнал ( )x k  после-

довательно соединить с тем же самым инвертированным по знаку сигналом ( )x k , оставив ме-
жду ними интервал из нулевых значений, не менее размера памяти системы M . В данной ра-
боте этот прием условно называется «симметризацией сигнала» (рис. 2). 

 

Рис. 2 Пример симметризации сигнала 

При этом для всех неотрицательных индексов ni , меньших размера нулевой зоны, моментные 

функции всех нечетных порядков составного сигнала станут нулевыми. Для всех индексов ni , 
меньших размера нулевой зоны, все моментные функции четных порядков составного сигнала 
будут такие же, как для исходного сигнала ( )x k .  

К достоинствам симметризации сигнала можно отнести простоту реализации этого приема 
и то, что в результате все моментные функции нечетных порядков, а не только 
корректируемые, будут нулевыми для рассматриваемых индексов. Недостатком является 
увеличение длины сигнала, полученного в результате симметризации. В данной статье 
исследована возможность формирования тестовых воздействий, как с использованием 
симметризации, так и с помощью только численной коррекции всех моментных функций. 

Моментные функции четных порядков корректировать можно только с помощью числен-
ных методов. В данной работе предлагается использовать для коррекции алгоритм оптимиза-
ции Гаусса–Ньютона. Для приближения моментных функций четных порядков имеющегося 
сигнала 2 1( , , )n nR i i  к требуемым моментным функциям 2 1( , , )n nV i i  будем минимизировать 
функционал 

 2
1

[ ( )] [ ( )]
p

n
n

F x k F x k


 ,  (7) 

где 
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1 1 1
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      (8) 
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Функционал [ ( )]nF x k — это нормированный квадрат евклидовой нормы невязки уравнений (5) 

по всем точкам n -мерного куба отдельной моментной функции nR , nM  — это число коррек-
тируемых точек в этом кубе. Минимизация функционала (7) обеспечивает уменьшение абсо-
лютной величины невязок по всем корректируемым точкам моментных функций четных по-
рядков 2 4 2, , , pn R R R  . Если же необходима численная коррекция моментных функций как 

четных так и нечетных порядков, то функционал (7) должен иметь вид 

2

1

[ ( )] [ ( )]
p

n
n

F x k F x k


 . 

При этом все остальное в методе коррекции остается без изменений. 
Нормирование в (8) необходимо для обеспечения равномерного улучшения моментных 

функций разных порядков и ускорения сходимости метода. Для эффективного вычисления 
функционала (8) необходимо использовать алгоритм, учитывающий его симметричность по 
перестановкам аргументов. Для этого можно производить суммирование только по области 
упорядоченных индексов 1 2 ni i i   , однако при этом необходимо учитывать весовые ко-

эффициенты 1( , , )n nc i i :  

 
1 2 1 1

1 1 1
2

1 1 1
0

1
[ ( )] [ ( , , ) ( , , )] ( , , )

n n

M M M

n n n n n n nn
i i i i i

F x k R i i V i i c i i
M



  

  

       . (9) 

Для определения коэффициента 1( , , )n nc i i  необходимо найти число перестановок с по-
вторениями: 

 1
1 2 1 2

!
( , , )

, ,..., ! !... !n
r r

n n
c i i

k k k k k k

 
  
 

 , (10) 

где sk  — это количество повторяющихся индексов, равных некоторому значению s , а r  — 

число групп повторяющихся индексов, причем 1 ... ...s rk k k n     . 

Чтобы дополнительно ускорить расчет функционалов ,nF  введем искусственное ограни-
чение на формируемый сигнал. Пусть до начала эксперимента сигнал на входе системы равен 
нулю и его последние M  значений равны нулю:  

 ( ) 0x k   при 0k   и ( ) 0x k   при 1N M k N    .  (11) 

Обозначения те же: k  — время, N  — длина тестового воздействия, M  — линейный размер 
корректируемой области. Данные ограничения не влияют на качество получаемого решения, 
однако при выполнении этих ограничений функционал [ ( )]nF x k  может быть точно рассчитан 

только по одному сечению 1 0i   n -мерного куба. При этом в расчет добавляется множитель 

( )nM i , учитывающий влияние остальных сечений: 
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           (12) 

Эквивалентность (9) и (12) при условии (11) доказывается заменой 1k k i    в (3) и последую-

щим переходом к (9) и (12) с учетом условия (11) и последующей заменой k   на k . Этот прием 
сокращает время расчета значения функционала nF  еще в ( 1) /M n n   раз. Если теперь все 
множители в (12) внести под знак квадрата, то получим  
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где через 2( , , , , )nW n M i i  обозначен общий весовой коэффициент, равный 

 2 2( , , , , ) ( ) (0, , , ) / n
n n n nW n M i i M i c i i M    . (14) 

Каждой точке корректируемого сечения многомерного куба индексов 2(0, , , )ni i  соответствует 
некоторая невязка (разница моментной функции корректируемого сигнала и моментной функ-
ции белого шума в данной точке). Согласно (13) эти невязки равны 

  2 2 2 2(0, , , ) (0, , , ) (0, , , ) ( , , , , )n n n n n n nr i i R i i V i i W n M i i      . (15) 

Для применения классических методов оптимизации необходимо чтобы все невязки были 
компонентами одного вектора. Это значит, что все невязки по всем корректируемым точкам 
моментных функций, необходимо проиндексировать общим индексом i . Обозначим невязку с 
индексом i  символом :i  

 2(0, , , )i n nr i i   . (16) 

Для применения процедуры Гаусса–Ньютона необходимо вычислить матрицу Якоби, ком-
поненты которой определяются стандартным образом: 

 ,
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i j
j

J
x





. (17) 

Дифференцируя (16), получаем 

 2(0, , , )i n n

j j

r i i

x x

 


 


.  (18) 

Так как nV  — это заданные моментные функции, не зависящие от значений jx , то из формул 

(18) и (15) получаем  

 2
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(0, , , )
( , , , , )i n n

n
j j

R i i
W n M i i

x x

 
 

 
  . (19) 

Производную от моментной функции в заданной точке можно найти, продифференцировав ра-
венство (3) 

 1 2

1 1

( , , , ) 1
( )

( )

nn
n n

p q
p q

q p

R i i i
x j i i

x j N  



  

 
. (20) 

В формуле (20) существуют индексы отсчетов сигнала, большие его длины. Поэтому рассчи-
тать производные можно только по переменным jx , где 0, , 1j N M   . Это не является 

проблемой, так как с учетом ограничения (11) последние M  отсчетов сигнала фиксированы 
(равны нулю). А раз их нельзя корректировать, то и производные по ним не нужны.  

Заметим, что при необходимости численной коррекции моментных функций четных и не-
четных порядков производные моментной функции первого порядка не стоит помещать в пер-
вую строку матрицы Якоби, потому что тогда алгоритм Гаусса–Ньютона не будет сходиться. 
В этом случае лучше сначала рассчитать производные по моментной функции второго порядка, 
затем по моментной функции первого порядка, а уже затем все остальные. Эта особенность вы-
явлена экспериментально и связана с тем, что в общем случае алгоритм Гаусса–Ньютона чувст-
вителен к перестановке строк матрицы Якоби. Имея способ расчета матрицы Якоби, можно 
применить для оптимизации процедуру Гаусса–Ньютона. 
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Метод Гаусса–Ньютона является одним из основных методов решения задач о наимень-
ших квадратах. Он строится на предположении, что невязки в отдельных уравнениях достаточ-
но малы. В этом случае ньютоновское направление Kp  на K -м шаге может быть аппроксими-
ровано решением линейной системы 

T T KJ J p J   ,  

где   — вектор невязки, J  — матрица Якоби. Решение СЛАУ можно приближенно получить 
с помощью итерационного метода сопряженных градиентов. Так как вектор Kp  является лишь 
аппроксимацией оптимального направления спуска, то получения особо точного решения 
СЛАУ не требуется и можно ограничиться некоторым небольшим числом итераций. Для реали-
зации метода сопряженных градиентов достаточно иметь возможность вычислять выражения 

вида Az , где z  — произвольный вектор. В случае матрицы TA J J  эти выражения могут 

быть вычислены без явного перемножения матриц TJ и J , что позволяет обойтись менее тру-
доемкой операцией умножения матрицы на вектор: 

T TAz J Jz J u  , где u Jz . 

Асимптотическая вычислительная сложность одной итерации метода сопряженных 
градиентов определяется количеством Q  всех корректируемых точек моментных функций 

и длиной N  корректируемого сигнала и имеет оценку ( )O Q N . Число итераций CGI  метода 
сопряженных градиентов на K -м шаге ( 1,2,3,K   ) метода Гаусса–Ньютона определяется 
правилом  

5,  if 5

10 ,  else.CG

K
I

K


 


 

Количество Q  корректируемых точек рассчитывается на основе линейных размеров кор-
ректируемых областей моментных функций. При расчете функционалов по формуле 12 количе-
ство корректируемых точек в моментной функции n  порядка при корректировке куба линей-
ным размером M  равно  

 2

0

0,                      if 0,

( )  1
( ),  else.

( 1)!

n
n

p

M

q M
M p

n






   

   (21) 

Общее количество корректируемых точек Q  определяется суммой числа корректируемых то-
чек по всем корректируемым численно моментным функциям. 

 В качестве критерия окончания процесса коррекции был выбран критерий максимальной 
абсолютной величины отклонения значений моментной функции от ее требуемых теоретиче-
ских значений по всем точкам корректируемой области. Для моментной функции n  порядка 
данный критерий имеет вид 

 
1

1 1
0 , ,  

max ( , , ) ( , , )
n

n n n n
i i M

R i i V i i 
 

 


  , (22) 

где   — заданная точность коррекции, одинаковая для всех корректируемых моментных 
функций. Критерий (22) проверяется на каждом шаге процесса Гаусса–Ньютона для всех кор-
ректируемых моментных функций до порядка 2 p  включительно. При выполнении этого кри-
терия численная коррекция завершается.  

Заметим, что при необходимости коррекции различных моментных функций с разной точно-
стью в весовые коэффициенты функционалов (14) под знак корня можно добавить дополнительные 
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множители na , которые будут влиять на скорость коррекции отдельных моментных функций. Вы-

бор оптимальных коэффициентов na  в этом случае требует дополнительного исследования. 

Перед началом коррекции необходимо сформировать начальное приближение 0 0 ( )x x k , 
0, , 1k N  . Относительно хорошим начальным приближением является любая последова-

тельность чисел с нормальным распределением, нулевым математическим ожиданием и еди-
ничной дисперсией. При этом согласно ограничению (11) последние M  значений 

сигнала (0) ( )x k  полагаются равными нулю. При тестировании использовались начальные при-
ближения вида 

12
(0)

1

( ) ( ) 6
i

x k r i


  , при 0 1k N M    , 

(0) ( ) 0x k  , при 1N M k N    , 

где ( )r i  — псевдослучайные величины, равномерно распределенные на интервале (0;1).  

Тестирование метода  

Для тестирования метода произведено несколько групп экспериментов по коррекции мо-
ментных функций и определено количество итераций метода Гаусса–Ньютона и время, требуе-
мое для коррекции с заданной точностью. Эксперименты проводились на компьютере c про-
цессором AMD Athlon™ 64 2800+ с тактовой частотой 1.80 ГГц и 2 Гб оперативной памяти. 
Программа коррекции реализована в среде программирования Dev-C++. Числа с плавающей 
точкой представляются с двойной точностью (64 бита). 

В экспериментах общее количество численно корректируемых точек Q  рассчитывается на 
основе линейного размера M  корректируемых областей с помощью формулы (21). Длина сиг-
нала ( )x k , который корректируется численно, обозначена символом N .  

Во всех экспериментах точность коррекции по критерию (22) задавалась равной 610   
по всем корректируемым моментным функциям. При большом числе корректируемых точек Q  

длина корректируемого сигнала N  увеличивалась по эмпирическому правилу 2N Q . Это 
правило получено экспериментально при коррекции моментных функций до 6-го порядка 
включительно. Корректировать более короткие тестовые сигналы и достигать точности порядка 

610 по критерию (22) оказалось невозможно. Неизвестно, является это ограничение недостат-
ком использованного метода или свойством самой задачи, этот вопрос требует дополнительно-
го исследования. 

Результаты численной коррекции всех моментных функций до 2, 4, 6 и 8-го порядков без 
использования симметризации сигнала представлены в таблице 1. Обозначения в таблице: I  — 
число выполненных итераций метода Гаусса–Ньютона; T — полное время коррекции (если 
больше 1 секунды, то в формате «часы:минуты:секунды», иначе — в десятичной записи долей 
секунды с буквой «с» после значения). Каждая строка таблицы соответствует одному экспери-
менту по формированию тестового сигнала. 

Во второй группе экспериментов осуществлялась численная коррекция только моментных 
функций четных порядков, а коррекция моментных функций нечетных порядков выполняется 
с помощью симметризации сигнала. В результате симметризации корректируются все момент-
ные функции нечетных порядков. Причем корректируются они в многомерных кубах одинако-
вого линейного размера, который равен размеру нулевой зоны, использованной при симметри-
зации (рис. 2). Подобного результата невозможно добиться при численной коррекции. Коррек-
ция всех моментных функций нечетных порядков методом симметризации теоретически может 
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уменьшить погрешности, вызванные влиянием неучтенных (старших) членов ряда Винера, 
и таким образом повысить точность идентификации. 

Результаты численной коррекции моментных функций только четных порядков представ-
лены в таблице 2. Отметим, что символом N  в таблице 2 обозначена длина корректируемого 
численно тестового сигнала. Полная длина полученных в результате симметризации тестовых 
воздействий ровно в два раза больше, то есть равна 2N . Это связано с тем, что согласно огра-
ничению (11) последние значения сигнала ( )x k  равны нулю, то есть в конце самого сигнала 

( )x k  уже содержится нулевая зона и добавлять еще одну (как на рис. 2) нет необходимости. 

Таблица 1 

№ 
Линейный размер корректируемой области в мо-

ментных функциях 1–8 порядка Q  N  I  T  
1 2 3 4 5 6 7 8 

1 32 32       33 256 8 0,02 c 
2 64 64       65 256 8 0,05 с 
3 128 128       129 512 8 0,22 с 
4 256 256       257 1024 9 00:00:02 
             
5 16 16 8 8     173 256 12 00:00:01 
6 24 24 12 12     457 1024 10 00:00:08 
7 32 32 16 16     985 2048 10 00:00:34 
8 40 40 20 20     1791 4096 10 00:02:09 
9 60 60 30 30     5486 8192 14 01:21:14 
10 32 32 32 32     6545 14000 12 02:01:39 
             
11 16 16 8 8 4 4   264 512 22 00:00:09 
12 12 12 6 6 6 6   468 1024 22 00:00:46 
13 24 24 12 12 6 6   845 2048 17 00:01:35 
14 32 32 16 16 8 8   2107 4096 22 00:14:27 
15 10 10 10 10 10 10   3003 6000 21 00:26:55 
16 40 40 20 20 10 10   4508 10000 18 01:58:07 
17 12 12 12 12 12 12   6188 16000 14 03:29:30 
             
18 10 10 8 8 6 6 4 4 749 2048 101 00:57:00 
19 32 32 16 16 8 8 4 4 2311 6000 71 03:58:11 
20 6 6 6 6 6 6 6 6 1726 8000 33 01:00:30 
21 24 24 12 12 6 6 6 6 2099 8000 48 02:35:40 

Таблица 2 

№ 
Линейный размер корректируемых областей в 

моментных функциях четных порядков Q  N  I  T  
2 4 6 8 

1 128    128 130 7 < 0.01 с 
2 512    512 520 15 0.12 с 
         
3 16 8   136 256 10 0.32 с 
4 32 16   848 1024 15 00:00:33 
5 40 20   1580 2048 14 00:01:52 
6 64 32   6048 12000 12 01:35:33 
         
7 24 12 6  640 1024 29 00:01:43 
8 32 16 8  1640 3200 20 00:06:53 
9 10 10 10  2232 5000 17 00:11:25 
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№ 
Линейный размер корректируемых областей в 

моментных функциях четных порядков Q  N  I  T  
2 4 6 8 

10 40 20 10  3582 7500 18 00:41:04 
11 48 24 12  7016 14000 20 07:13:57 
         
12 10 8 6 4 502 2048 46 00:07:17 
13 32 16 8 6 2432 8000 53 03:50:59 
14 20 14 10 8 6014 20000 56 31:58:13 

 
При численной коррекции моментных функций четных порядков размер нулевой зоны 

в конце сигнала полагался равным линейному размеру корректируемой области в моментной 
функции 2-го порядка. К примеру, в результате симметризации сигнала, полученного в экспе-
рименте 11 таблицы 2, все моментные функции нечетных порядков были скорректированы 
в многомерных кубах одинакового линейного размера, равного 48 отсчетам. 

Заключение 

Эксперименты показали, что разработанный метод эффективно решает задачу формирова-
ния тестовых сигналов при необходимости коррекции небольших областей моментных функ-
ций до 8-го порядка включительно (таблицы 1 и 2).  

Использование при коррекции матрично-векторных операций приводит к тому, что итера-
ции предложенного метода имеют большую вычислительную сложность. Только для выполне-
ния матрично-векторных операций на K -ой итерации метода Гаусса–Ньютона необходимо 
выполнить порядка 20K Q N   операций умножения вещественных чисел, где Q  — общее ко-

личество корректируемых точек моментных функций, N  — длина корректируемого сигнала. 
Поэтому при коррекции большого числа точек, несмотря на быструю сходимость метода по 
числу итераций, процесс коррекции требует много времени. Кроме того, данный метод крити-
чен к размеру оперативной памяти компьютера, так как требует хранения плотной матрицы 
Якоби размером Q N . Например, в процессе выполнения эксперимента 14-й таблицы 2-я про-
грамма коррекции постоянно использовала около 1 Гб оперативной памяти.  

Экспериментально установлено, что при коррекции моментных функций только четных 
порядков сходимость предложенного метода значительно лучше, чем при численной коррекции 
моментных функций и четных и нечетных порядков. Поэтому применение метода симметриза-
ции сигнала для получения требуемых моментных функций нечетных порядков позволяет зна-
чительно сократить время формирования тестовых сигналов. Недостатком метода симметриза-
ции является увеличение длины тестового сигнала в 2 раза. 

В работе экспериментально выявлены ограничения на соотношение длины корректируе-
мого сигнала N  и общего числа корректируемых точек Q , однако не определено, чем они обу-
словлены. Например, для коррекции кубов одинаковых линейных размеров во всех моментных 
функциях до 6-го порядка включительно требуется, чтобы выполнялось условие 2N Q . Дан-
ные ограничения могут быть связаны как с самой задачей коррекции, так и с предложенной 
реализацией метода Гаусса–Ньютона. Выяснить характер этих ограничений пока не удалось, 
однако это сделать необходимо. Если это неявные ограничения самой задачи, то их необходимо 
изучить подробнее и в дальнейшем учитывать при формировании тестовых воздействий.  
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