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Вычислительная схема алгоритма Гилла и Мюррея 
Пусть kh , kH  — градиент, и гессиан, вычисленные на итерации k  в точке kx  процесса 

безусловной минимизации гладкой функции ( )F x , тогда в приведенных обозначениях принцип 
построения большинства ньютоновских методов с регулировкой шага опишем так. На каждой 
итерации k  сначала строится некоторая, связанная с исходной матрицей вторых производных 

kH , положительно определенная матрица 
k

H , а затем направление спуска kp  вычисляется как 

решение системы 
k k kH p h= − . Поскольку положительная определенность 

k
H  гарантирована, 

то вектор kp  будет направлением спуска. При этом процедуру построения 
k

H  организуют так, 

чтобы 
k

H совпадала с матрицей kH , если последняя сама является положительно определен-
ной. Это означает, что на каждой итерации выясняется, все ли собственные числа положитель-
ны. Причем выяснение определенности  kH  и построение 

k
H  осуществляется параллельно 

в рамках одной процедуры на основе некоторых матричных разложений, которые позволяют 
выявить знаки собственных чисел kH  и приспособиться для генерации 

k
H . Одна из наиболее 

эффективных вычислительных схем получается, если отталкиваться от разложения kH  по Хо-
лецкому [Гилл и др., 1985].  

Подход Гилла и Мюррея состоит в построении факторов Холецкого kD  и kL , подчи-
няющихся двум требованиям: все диагональные элементы kD  должны быть существенно по-
ложительными, модули всех элементов треугольного фактора kL  должны быть равномерно ог-
раничены сверху. Точнее говоря, требуется, чтобы для всех 1,2,..,j n=  и некоторых заданных 
положительных δ  и β  выполнялись неравенства 

 ,k
jjd δ≥      ,k

ijr β≤      i j> , (1) 

где k
ijr  — вспомогательные величины, по определению равные k k

ij jju d .  Выбор β  обсуждается 

позже. При реализации алгоритма на конкретной ЭВМ, в которой под запись мантиссы отво-
дится t  битов, величину δ  предлагается вычислять по формуле max{2 ,2 }t k tHδ − −

∞
= .  

Процедура расчета модифицированных факторов kL , kD  фактически представляет собой 
обычный алгоритм факторизации Холецкого с попутным увеличением (по мере необходимо-
сти) диагонали исходной матрицы с целью добиться выполнения неравенств (1). 

Рассмотрим j -ый шаг предлагаемой процедуры. Пусть первые 1j −  столбцов модифи-
цированных факторов Холецкого известны и для 1,.., 1jμ = −  условия (1) выполнены. Вычис-
лим величину 

 ( )
21

1

j
k k

j j ss js
s

d lγ ξ
−

=

= −∑ , (2) 

где через jξ  обозначен диагональный элемент k
jjh  матрицы kH . В качестве значения 

k
jjd  для 

j -го диагонального элемента kD  возьмем { }max ,
k
jj jd γ δ= , где δ  — малое положительное 

число из (1). Если же неравенства (1) при 
kk
jjjjd d=  нарушаются, иными словами, какие-то из k

ijr  

оказываются больше, чем β , окончательное значение k
jjd  определим по формуле, получаю-

щейся из (2) заменой jξ  на k k
jj jjh e+ , где число k

jje  подбирается так, чтобы максимальная из ве-

личин k
ijr  совпадала с β . Матрицы kL  и kD , полученные по окончанию описанной процедуры, 
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будут факторами Холецкого для положительно определенной матрицы 
k

H , связанной с kH  
следующим образом: ( )T kk k k k kL D L H E H= + = , где kE  — неотрицательная диагональная мат-

рица, j -ый элемент которой равен k
jje . Таким образом, положительно определенная матрица 

k
H  может отличаться от исходной матрицы kH  только диагональными элементами.  

Направление спуска kp  вычисляется как решение системы 
k k kH p h= − , причем 

( ) 1kk kp H h
−

= −  определяют последовательным решением двух систем линейных уравнений 

с треугольными матрицами: k k kL y h= − , ( )Tk k k kD L p y= . 

При заданной матрице kH  диагональная поправка kE  зависит от величины β . Жела-
тельно, чтобы эта величина была достаточно большой, так как заниженное значение β  приве-
дет к неоправданной модификации. Для положительно определенной матрицы kH  справедливо 
неравенство ( )2k k k

ij ii iil d h≤ . Значит, чтобы обеспечить равенство нулю поправки kE , если матри-

ца kH  существенно положительно определена, в качестве β  надо взять величину, удовлетво-
ряющую неравенству 2β γ≥ , где γ  — значение максимального из диагональных элементов 

kH . Когда у матрицы kH  есть отрицательные собственные значения, поправка kE  будет нену-
левой независимо от выбора β . При этом для 1n >  справедлива оценка 

( ) ( )
2

1kE nξβ β
β∞

⎛ ⎞
≤ + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( )( )22 1nγ β δ+ + − + . Здесь ξ  — максимальный модуль недиаго-

нального элемента kH . Правая часть неравенства достигает минимума при 2 2 1nβ ξ= −  
и неограниченно возрастает с увеличением β . Это говорит о том, что в общем случае слишком 
большие значения β  столь же нежелательны, как и слишком малые. Помимо того, что завы-

шенное значение β  чревато потерей численной устойчивости процедуры построения 
k

H , оно 

может еще и привести к неоправданно большому уклонению 
k

H  от kH . Выбор 
бесконечного β , грубо говоря, означает, что диагональными элементами модифицированного 
фактора kD  будут модули диагональных элементов обычного (если обычное разложение воз-
можно). Учитывая приведенные соображения, величину β  вычисляют по формуле 

2 2max{ , / 1, }Mnβ γ ξ ε= − . Здесь Mε  — машинная точность. Она вводится в формулу расчета 
β , чтобы обеспечить устойчивость вычислений, когда норма kH  очень мала. 

Процедура модифицированной факторизации Холецкого — это численно устойчивый ал-
горитм, генерирующий положительно определенную матрицу, которая может отличаться от 
исходной матрицы только диагональными элементами. Характеризуют ее и как оптимизиро-
ванный алгоритм в том смысле, что параметр β  подбирается в нем путем минимизации апри-
орной поправки kE при условии сохранения существенно положительно определенной матри-
цы неизменной. Следует также отметить, что реальная величина нормы kE  почти всегда ока-
зывается меньше априорной оценки. Фактическое значение нормы kE  можно дополнительно 
уменьшить, если использовать симметричные перестановки столбцов и строк kH . На очеред-
ном, j -ом шаге факторизации в качестве j -ой строки и j -го столбца надо брать ту из нетро-
нутых пар, для которой величина jγ  в  (2) максимальна. Такая стратегия приведет к разложе-

нию вида ( )t k k k k k TP H P E L D L+ = , где P  есть некоторая перестановочная матрица. В методе 
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с перестановками поправка kE  инвариантна относительно нумерации переменных. Ниже при-
водится детальное описание всех операций, выполняемых по ходу построения модифициро-
ванного разложения Холецкого с перестановками. Дана наиболее эффективная схема организа-
ции расчетов. В процессе вычисления j -го столбца матрицы kL  участвуют вспомогательные 
величины , 1,.., , ,..,k k k

is is ssc l d s j i j n= = = .  
 

   Шаг 0. (Расчет порога для элементов). Вычислить 2 max{ , / , }Mvβ γ ξ ε= , где 
2max{1, 1}v n= − , а числа γ  и ξ  суть максимальные значения  модулей диагонального и не-

диагонального элементов kH . 
   Шаг 1. (Инициализация). Присвоить индексу столбца j  значение 1. Положить ,k k

ii iic g=  
1,..,i n= . 

   Шаг 2. (Перестановка строк и столбцов). Найти индекс q , такой, что 
.

| | max | |k k
qq iij i n

c c
≤ ≤

= . Поме-

нять местами все данные, отвечающие столбцам матрицы kH  с номерами q  и  j , а затем  
проделать то же самое с данными, отвечающими ее q -ой и j -ой строкам. 

   Шаг 3. (Поиск максимальной по модулю величины k k
ij iil d ). Вычислить 

1

1

j
k k k k
ij ij js is

s
c g l c

−

=

= −∑  для 

1,..,i j n= +  и найти  
1

max | |k
j ijj i n

cθ
+ ≤ ≤

=  (если j n= , взять 0jθ = ). 

   Шаг 4. (Расчет  j -го диагонального элемента фактора kD ). Вычислить 

{ }2 2max ,| |, /k k
jj jj jd cδ θ β=  

и поправку k k k
jj jj jje d c= − . Если j n= , вычисления прекратить. 

   Шаг 5. (Расчет j -ой строки kL ). Вычислить /k k k
js js ssl c d=  для 1,.., 1s j= − . Для 1,..,i j n= +  пе-

ресчитать диагональные элементы k
iic  по формуле k k k k

ii ii ij ijc c l c= − . Присвоить j  значение 1j +  
и вернуться к шагу 2. 
 

Модифицированная факторизация Холецкого помимо прочего позволяет определить 
и направление отрицательной кривизны, решая уравнение ( )Tk k

sL p e= , где индекс s  выбира-

ется из условия , 1,...,k k k k
ss ss jj jjd e d e j n− ≤ − = . 

Предлагаемая вычислительная схема алгоритма  
Направление спуска kp , в конечном счете, вычисляется как решение системы 

( )Tk k kL p u= , где ( ) 1k k ku D y
−

= , а ky  есть решение системы k k kL y h= − . Величина элементов 
k
ju  зависит от способа задания направления спуска. Следуя подходу Гилла и Мюррея, для 

численной устойчивости расчета элементов kD , kL , ku  достаточно потребовать изменения 
способа задания kp  так, чтобы для всех 1,2,..,j n=  и некоторых заданных положительных δ , 
β  и ω  выполнялись неравенства: k

jjd δ≥ , k
ijr β≤ , i j> , k

ju ω≤ . Это может стать ключом 

к решению проблемы масштабирования шагов при спуске [Гилл и др., 1985], но такое предпо-
ложение ошибочно — подход Гилла и Мюррея к вычислению направления спуска kp  исклю-
чает расчет элементов вектора ku  по ходу построения модифицированного разложения Холец-
кого. Нужен альтернативный подход, который опишем так. Равенства ( )k k T k kH U D U= , 
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( )Tk kU L=  достаточно для определения элементов матриц kD , kU . В скалярной форме это ра-

венство выглядит следующим образом: 
1

i
k k k k
ij i jh u u dμ μ μμ

μ=

=∑ , отсюда, полагая 1k
iiu = , построим со-

отношения 

 
1

2

1
( )

i
k k k k
ii ii si ss

s
d h u d

−

=

= −∑ ,     
1

1
( ) / ,

i
k k k k k k
ij ij si sj ss ii

s
u h u u d d

−

=

= −∑     j i>  (3) 

для расчета элементов kD , kU . Построение факторов Холецкого математически эквивалентно 
применению метода исключения Гаусса к системе уравнений k k kH p h= −  в прямом порядке, 
 
при этом техника исключения Гаусса позволяет получить соотношение 

 
1

1
( ) /

i
k k k k k k
i i s si ss ii

s
u h u u d d

−

=

= − −∑  (4) 

для расчета элементов вектора ku  и систему уравнений k k kU p u=  для вычисления направления 
спуска kp . Интеграция техники исключения Гаусса и факторизации Холецкого приводит 
к соотношениям (3), (4), которые с помощью элементарных арифметических операций позво-
ляют вычислить элементы ku  по ходу построения факторов Холецкого. Порядок расчета удоб-
но пояснить следующей диаграммой: , 1,.., ,k k k k

ii i i in id u u u+⇒ . 
Интеграция техники исключения Гаусса и факторизации Холецкого порождает множест-

во численно устойчивых способов задания направления спуска kp , в основе которых лежит 
требование, чтобы на очередном шаге вычислений коэффициентов факторов Холецкого соот-
ветствующий диагональный элемент матрицы kD  и соответствующий элемент вектора ku  сна-
чала рассчитывались по вычисленным ранее значениям этих коэффициентов. Затем диагональ-
ный элемент kD  увеличивается настолько, насколько необходимо, чтобы все диагональные 
элементы kD  были существенно положительными, модули всех элементов kU , ku  были рав-
номерно ограничены сверху. Например, достаточно потребовать, чтобы для всех 1,2,..,i n=  
выполнялись неравенства  

 ,k
iid δ≥      1,k

iju ≤      ,j i>      1k
iu ≤ , (5) 

положив { }2 2max , , / , ,k k k
ii ii i i id c cδ θ β θ= , поскольку элементы k

iid , /k k
ij iic d  и /k k

i iic d  определяют 

i -ые строки матриц kD , kU , ku  и удовлетворяют неравенствам (5). Здесь k
iic , k

ijc , k
ic  — вспо-

могательные величины, определяемые следующим образом: 

 
1

2

1
( )

i
k k k k
ii ii si ss

s
c h u d

−

=

= −∑ ,     
1

1
,

i
k k k k k
ij ij si sj ss

s
c h u u d j i

−

=

= − >∑ ,     
1

1
( )

i
k k k k k
i i s si ss

s
c h u u d

−

=

= − −∑ . (6) 

Следующую стратегию опишем так. В процессе построения kD , kU , ku  вычислим эле-
менты /k k k

i ii ig d l=  (если k k
ii id l γ> , взять /k k

i ig l γ= ), где max{ , }k k
i iil dδ= , вычислить 

1
maxk k

ii n
gγ

≤ ≤
= , и определить направление спуска kp  из системы 

 
_

1
k

k k kH p h
γ

= − . (7) 
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Здесь параметр γ  задается пользователем, число kγ  ( 1kγ ≥  по построению) характеризует сте-
пень однородности, при этом (7) есть простейшая форма аппроксимации, отличная от квадра-

тичной. Пусть 
_

( 1)k k k k k k k k k kH p h h h h G pγ γ= − = − − − = − − , где kG  есть диагональная матрица 

с элементами ( 1)k k
k i
ii k

i

hg
p

γ −
=  на диагонали, или 

_

( )k k k kH G p h+ = − . Это означает сдвиг на k
iig  

всех i -ых собственных значений матрицы 
_

kH . В методах с регулировкой шага матрицу kH  
модифицируют так, чтобы изменения не затрагивали подпространства, натянутого на ее собст-
венные векторы с положительными собственными значениями [Гилл и др., 1985]. Если же за-
мена осуществляется в методе доверительной окрестности, то она отражается на всех векторах, 
так как результатом замены kH  на матрицу 

k k kH H Iλ= +  будет сдвиг на kλ  всех собствен-
ных значений матрицы kH  [Гилл и др., 1985]. Из вышесказанного следует, что стратегия выбо-
ра направления спуска определяет интеграцию с методом доверительной окрестности.  

Ниже дана наиболее эффективная схема организации расчетов. Все фигурирующие в ней 
величины  при реализации на ЭВМ могут размещаться в памяти, первоначально выделяемой 
для записи матриц kH , kh . При этом коэффициенты рассчитываемых факторов занимают мес-
та ее использованных элементов. В процессе вычисления i -ой строки фактора kU  участвуют 
вспомогательные величины (6). В процессе построения системы уравнений k k kU p u=  на каж-
дой итерации k  выявляются знаки собственных чисел, и вычисляется количество отрицатель-
ных on  и нулевых 0n  собственных значений, число переходов к направлению отрицательной 
кривизны sn . 

 

   Шаг 0. Вычислить 2 0max{ , / , }Mvβ γ ξ ε= , где 2max{1, 1}v n= − , а числа 0γ  и ξ  суть макси-
мальные значения модулей диагонального и недиагонального элементов kH . Поло-

жить 2
0 2

Fτ

ε
−

= , 132 (1 ( ) ( ) )
F

k k
s F x F x

τ

ε
− −= + − . Здесь Fτ  — число правильных разрядов ( )kF x , 

которые хотелось бы получить. 
   Шаг 1. Положить 1i = , положить k k

jj jjc h= , 1,..,j n= , k k
j jc h= − , 1,..,j n= . 

   Шаг 2. Найти индекс q , такой, что maxk k
qq jji j n

c c
≤ ≤

= , и поменять местами все данные, отвечаю-

щие строкам матрицы kH  с номерами q  и i , а затем проделать то же самое с данными, отве-
чающими ее q -му и i -му столбцам. 
   Шаг 3. Если 0

k
iic ε< , то положить k

il δ= ; иначе положить k k
i iil c= . 

   Шаг 4. Если 0
k
iic ε≤ , то положить 0 0 1n n= +  и перейти к шагу 8; иначе перейти к шагу 5. 

   Шаг 5. Если 0k
iic > , то перейти к шагу 8; иначе перейти к шагу 6. 

   Шаг 6. Положить 1o on n= + . Если k
sh ε> , то перейти к шагу 8; иначе перейти к шагу 7. 

   Шаг 7. Построить систему уравнений k k
iU p e=  для поиска направления отрицательной кри-

визны по формулам 0, 1,..,k
ju j n= = ,  1k

iu = , положить 1s sn n= +  и остановиться. 
   Шаг 8. Если i n= , то положить 0iθ = ; иначе вычислить вспомогательные величины 

, 1,..,k
ijc j i n= + , по формуле 

1

1

i
k k k k k
ij ij si sj ss

s
c h u u d

−

=

= −∑  и найти 
1

max | |k
i iji j n

cθ
+ ≤ ≤

= . 
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Шаг 9. Вычислить диагональный элемент фактора kD  и элемент вектора ku  по формулам 

{ }2 2max , , / , ,k k k
ii ii i i id c cδ θ β θ= ,  /k k k

i i iiu c d= . Вычислить /k k k
i ii ig d l=  (если k k

ii id l γ> , взять 

/k k
i ig l γ= ). Если i n= , то перейти к шагу 11. 

   Шаг 10. Вычислить строку / , 1,..,k k k
ij ij iiu c d j i n= = + , фактора kU , пересчитать вспомогатель-

ные величины по формулам , 1,..,k k k k
jj jj ij ijc c u c j i n= − = + , , 1,..,k k k k

j j ij ic c u c j i n= − = + ,  
положить 1i i= +  и перейти к шагу 2. 
   Шаг 11. Найти 

1
maxk k

ii n
gγ

≤ ≤
= , положить k k ku uγ=  и остановиться. 

Вычислительные схемы конечно-разностной аппроксимации 
Для получения быстросходящегося алгоритма не обязательно пользоваться точными 

значениями производных, его можно построить и на основе их конечно-разностной аппрок-
симации [Гилл и др., 1985]. Во многих случаях такой подход оказывается самым подходя-
щим. Имеются в виду ситуации, когда вычисление аналитических значений первых и вторых 
производных минимизируемой функции ( )F x  затруднено или просто невозможно [Гилл 
и др., 1985].  

За оценку i -го столбца матрицы kH  обычно принимают его правую конечно-разностную 
аппроксимацию 1 ( ( ) ( ))k k k k k

i ily h x le h x= + − . Здесь l  есть число, именуемое конечно-
разностным интервалом,  а ie  суть i -ый единичный вектор. Ради простоты изложения будем 
полагать, что все конечные разности вычисляются на одном и том же интервале l . На самом же 
деле приходится строить набор интервалов { }il , 1,..,i n= , и технически это делается так, как 
будет описано ниже. 

Для аппроксимации матрицы kH  берут полусумму  1
2 ( ( ) )k k k tH Y Y= + , которая симмет-

рична по построению. Метод, получающийся из обычного ньютоновского метода заменой 
в уравнении k k kH p h= −  матрицы kH  на матрицу kH , принято называть дискретным методом 
Ньютона [Гилл и др., 1985]. Подобно своему классическому прототипу, он порождает целый 
класс модифицированных методов. Предлагаемая техника модификации, разработанная для 
обобщения метода Ньютона на случаи со знаконеопределенными kH , применима и к его ко-
нечно-разностному аналогу.   

Достоинства дискретных ньютоновских методов те же, что и у обычных методов ньюто-
новского тапа: высокая скорость сходимости и способность «ощущать» приближение седловой 
точки и уходить от нее. К недостаткам относится необходимость вычисления на каждой итера-
ции n значений градиента, которые требуются для построения n  столбцов аппроксимации мат-
рицы Гессе, когда в качестве конечно-разностных направлений используются столбцы единич-
ной матрицы. Поэтому при значениях 10n >  или около того дискретные ньютоновские методы 
нередко начинают проигрывать другим методам первого порядка. Однако они могут сохранить 
первенство и при больших значениях n , если матрица Гессе разрежена, и известная структура 
расположения ее ненулей позволяет экономно организовать процедуру построения конечно-
разностной аппроксимации. 

Замена матрицы kH  на матрицу kH  ставит вопрос о выборе величины интервала l . Рас-
смотрим процедуру вычисления конечно-разностных интервалов, предназначенных для опти-
мизационных методов с оцениванием производных по конечно-разностным формулам, пред-
ложенную Полаком в работе [Полак, 1974]. 

 

   Шаг 0. Выбрать 0β > , 0l > . Попробуйте взять [5,10]β ∈ , 3 2[10 ,10 ]l − −∈ . 
   Шаг 1. Положить 1i = . 
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   Шаг 2. Положить il l= . 
   Шаг 3. Вычислить вектор ( , )k k n

ih l x R∈ , i - ая компонента ( , )k k
i ih l x которого определяется  

равенством 1( , ) ( ( ) ( ))k k k k k k
i i i ilh l x F x l e F x= − + − , 1,..,i n= , где ie  есть i -ый столбец единичной 

матрицы размера n n× , то есть 1 (1,0,..,0)te = , 1 (0,1,..,0)te =  и так далее. 
   Шаг 4. Вычислить ( , ) ( ( , ) ) ( )k k k k k k k

i i i i il x F x l h l x F xβΔ = + − . 
   Шаг 5. Если ( , ) 0k

il xΔ < , то перейти к шагу 6; иначе положить 1
2i il l=  и перейти к шагу 3. 

   Шаг 6. Положить 1i i= + . Если i n> , то остановиться; иначе перейти к шагу 2. 
 

Применять процедуру оценивания конечно-разностных интервалов на каждой итерации 
алгоритма поиска минимума функции ( )F x  слишком накладно, поэтому Гилл, Мюррей и Райт 
[Гилл и др., 1985] рекомендуют обращаться к процедуре один раз в  точке 0x , затем учитывать 
изменения il  в разных точках, получающихся по ходу минимизации так. По окончанию работы 
процедуры оценивания конечно-разностных интервалов, значения il  пересчитываются по фор-

муле 
01

i
i

i

ll
x

=
+

, а в процессе конечно-разностной аппроксимации первых и вторых производ-

ных значения il  пересчитываются по формуле (1 )k
i i il l x= + . Рекомендации Гилла, Мюррея 

и Райт лежат в основе предлагаемой модификации подхода Полака. 
 

Шаг 0. Выбрать 0β > , 0l > . Попробуйте взять [5,10]β ∈ , 7 6[10 ,10 ]l − −∈ . 
Шаг 1. Положить 1i = . 
Шаг 2. Положить  il l= , 0 0

i iy x= .  

Шаг 3. Вычислить 0 0
i i ix y l= − , 0( )lf F x= , 0 0

i i ix y l= + , 0( )pf F x= , 
2

p l
e

i

f f
l

l
−

= − , 0
i i i ex y l l l= + , 

0( )ef F x= . 
Шаг 4. Если 0( )ef F x< , то положить 0 0

i ix y=  и перейти к шагу 5; иначе положить 1
2i il l=  

и перейти к шагу 3. 
Шаг 5. Положить 1i i= + . Если i n> , то перейти к шагу 6; иначе перейти к шагу 2. 

Шаг 6. Для  всех 1,..,i n=  вычислить  
01

i
i

i

ll
x

=
+

 и остановиться.  

Рекомендации Гилла, Мюррея и Райт лежат и в основе предлагаемой процедуры конечно-
разностной  аппроксимации первых и вторых производных.  
 

   Шаг 1. (1 )i n≤ ≤ . Положить k k
i iy x= , вычислить (1 )k k

i i il yη = + , k k k
i i ix y η= + , ( )k

pf F x= , по-

ложить i pz f= ,  вычислить k k k
i i ix y η= − , ( )k

lf F x= , 
2
p lk

i k
i

f f
h

η
−

= , 2k k k
i i ix y η= + , 

( )k
lf F x= , 2

2
( )

l k pk
ii k

i

f f f
H

η
+ −

= , положить k k
i ix y= . 

   Шаг 2. Положить 1i = . 
   Шаг 3. Положить k k

i iy x= , вычислить (1 )k k
i i il yη = + , k k k

i i ix y η= + . 

   Шаг 4. ( 1 )i j n+ ≤ ≤ . Положить k k
j jy x= , вычислить (1 )k k

j j jl yη = + , k k k
j j jx y η= + , ( )k

pf F x= ,  

p k i jk
ij k k

i j

f f z z
H

η η
+ − −

= , положить k k
j jx y= . 
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   Шаг 5.  Положить k k
i ix y= , 1i i= + . Если i n> , то остановиться; иначе перейти к шагу 3. 

Тестовые задачи и сравнительная оценка алгоритмов 
Всюду далее:  

*max k
i ix x xδ = −

 
— точность решения по 

аргументам,  
*( ) ( )kF F x F xδ = −  — точность решения по 

функции,  
μ  — число обусловленности *x , которое 
характеризует степень вытянутости линий 
уровня ( )F x  в окрестности *x . (Если μ  ве-
лико, то линии уровня сильно вытянуты — 
функция имеет овражный характер, т.е. резко 
возрастает по одним направлениям и слабо 
меняется по другим [Поляк, 1983]) 
k  — число итераций,  

0k  — число вычислений функции, 

1k  — число аппроксимаций kH  при наличии 
отрицательных собственных значений,  

2k  — число аппроксимаций kH  при наличии 
нулевых собственных значений,  

3k  — число переходов к направлению отри-
цательной кривизны, 

Fτ  ( 400Fτ ≤ ) — число «правильных разря-
дов» ( )kF x , которые хотелось бы получить, 
γ  — характеризует степень однородности 
модельной квадратичной функции. 

 
Задача 1 (функция Розенброка, n =2):  

2 2 2
2 1 1( ) 100( ) (1 )F x x x x= − + − , 0 ( 1.2,1)x Τ= − , * (1,1)x Τ= , *( ) 0F x = .  

Функция плохо обусловленная, не выпуклая, c параболическим оврагом, точка 0x  далека от 
точки *x . 

Задача 2 (функция Пауэлла, n = 4):  
2 2 4 4

1 2 3 4 2 3 1 4( ) ( 10 ) 5( ) ( 2 ) 10( )F x x x x x x x x x= + + − + − + − , 0 (3, 1,0,1)x Τ= − , * (0,0,0,0)x Τ= ,   
*( ) 0F x = . Функция не выпуклая, точка минимума — вырожденная. 

Задача 3 (среднеквадратичная аппроксимация экспонентами,  n =4):   

[ ]
10

2
1 2 3 4

1

( ) exp( 0.2 ) 2exp( 0.4 ) exp( 0.2 ) exp( 0.2 )
j

F x j j x jx x jx
=

= − + − − − − −∑ , 0 (0.5,0,2.5,3)x Τ= , 

* (1,1,2,2)x Τ= . Функция не выпуклая, с  искривленным оврагом, обусловленность велика. 

Задача 4 (функция Вуда, n =4): 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 1 4 3 3 2 4 2 4( ) 100( ) (1 ) 90( ) (1 ) 10.1(( 1) ( 1) ) 19.8( 1)( 1),F x x x x x x x x x x x= − + − + − + − + − + − + − −

 0 (3, 1, 3, 1)x Τ= − − − , * (1,1,1,1)x Τ= , *( ) 0F x = . Функция имеет несколько локальных минимумов, 
это обстоятельство может вызвать преждевременное окончание процесса. 

Задача 5 (функция Степенная, n = 2): 
2 2 4

1 2 1( ) (10( ) ( 1) )F x x x x= − + − , 0 ( 1.2,0)x Τ= − , * (1,1)x Τ= , *( ) 0F x = . 

Таблица 1. Сравнение предлагаемых методов для задачи 1 

Метод k  Fδ  xδ  0k  1k  2k  3k  Fτ  γ
«Mnb» 10 2.5·10-24 1.5·10-12 24 0 0 7 48 10 
«Mnb» 10 2.5·10-24 2·10-14 24 0 0 7 96 10 
«Mnb» 11 0 0 26 0 0 8 130 10 
«MnbApp» 17 8.8·10-20 2.9·10-10 244 0 0 14 48 – 
«MnbApp» 20 0 0 313 0 0 17 96 – 
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Таблица 2. Сравнение предлагаемых методов для задачи 2 

Метод k  Fδ  xδ  0k  1k  2k  3k  Fτ  γ
«Mnb» 4 0 0 6 0 1 1 48 10 
«MnbApp» 4 0 0 108 0 1 1 48 – 

Таблица 3. Сравнение предлагаемых методов для задачи 3 
Метод k  Fδ  xδ  0k  1k  2k  3k  Fτ  γ
«MnbApp» 36 1.2·10-11 4·10-5 1176 4 0 0 48 – 
«MnbApp» 41 1.1·10-21 5·10-10 1319 4 0 0 96 – 
«MnbApp» 41 4.2·10-33 0 1272 4 0 0 150 – 

Таблица 4. Сравнение предлагаемых методов для задачи 4 
Метод k  Fδ  xδ  0k  1k  2k  3k  Fτ  γ
«Mnb» 13 3.9·10-28 2·10-15 45 3 0 9 96 10 
«Mnb» 13 0 0 47 3 0 10 150 10 
«Mnb» 14 0 0 47 0 0 10 150 20 
«MnbApp» 13 3.2·10-22 3·10-11 365 0 0 10 96 – 
«MnbApp» 20 1.7·10-26 4·10-14 711 0 0 15 150 – 

Таблица 5. Сравнение предлагаемых методов для задачи 5 
Метод k  Fδ  xδ  0k  1k  2k  3k  Fτ  γ
«Mnb» 12 0 0 163 0 2 9 48 10 
«Mnb» 12 0 0 163 0 2 9 150 10 
«MnbApp» 24 6.6·10-8 3·10-2 201 0 0 0 48 – 

 
В таблицах 1–5 приводятся результаты вычислений с помощью двух версий предложен-

ного ньютоновского метода безусловной минимизации: «Mnb» и «MnbApp». «MnbApp» отли-
чается от своего классического прототипа «Mnb» (ввод градиента и гессиана производится 
вручную) конечно-разностной аппроксимацией первых и вторых производных. Все версии ал-
горитмов реализованы на языке Visual Basic .NET.  

Таблица 6. Сравнение общеизвестных методов для задач 1–3 

Метод k  0k xδ Fδ  
Задача 1 

«Градиент» – 

11 

7657 

26 

2·10-6 

0 

10-9 

0 

«Симплекс» – 200 – 10-8 
«Барицентр» – 674 10-9 10-17 
«Конград-2» 30 – 10-5 10-9 

«ДФП» 20 – 10-5 10-9 
«БФШ» 22 – 10-6 10-11 
«Шор-1» 39 286 10-7 10-15 

Задача 2 
«Симплекс» – 

4 

209 

6 

- 

0 

7·10-8 

0 

«Барицентр» – 924 10-4 10-18 
«Конград-2» 27 – 10-2 10-4 

«ДФП» 16 – 10-3 10-9 
«БФШ» 16 – 10-3 10-9 
«Шор-1» 50 695 10-6 10-13 

Задача 3 
«Конград-2» 179 

41 
781 

1272 
10-4 

0 
10-13 

4.2·10-33 «Конград-3» 47 205 10-8 10-18 
«Шор-1» 83 400 10-7 6·10-5 
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В таблице 6 приведены результаты вычислений с помощью методов, описанных в моно-
графии Поляка [Поляк, 1983], краткое описание которых приводится ниже. Все столбцы разби-
ты на два: в первом указаны результаты, полученные соответствующим методом, а во вто-
ром — предложенным алгоритмом («Mnb» или «MnbApp»). 

Метод Шора «Шор-1» основан на эвристическом подборе матрицы преобразования про-
странства. Преобразования сводятся к последовательным растяжениям в специально подбирае-
мых направлениях. Такие методы называют R -алгоритмами. Они по структуре близки к ква-
зиньютоновским методам переменной метрики, но основаны не на оценке матрицы вторых 
производных, а на построении матрицы преобразования, определяющей возврат от некоторых 
новых координат к исходным координатам. 

Метод Дэвидона–Флетчера–Пауэлла «ДФП» и метод Бройдена–Флетчера–Шенно 
«БФШ» относятся к классу методов переменной метрики, называемых также квазиньютонов-
скими или градиентными с большим шагом. В этих методах в процессе поиска осуществляется 
аппроксимация матрицы вторых производных или обратной к ней. Причем для этого исполь-
зуются только первые производные. В методе «ДФП» направление градиента является откло-
ненным в результате умножения на положительно определенную симметрическую матрицу, 
обратную матрице вторых производных. На следующем шаге такая матрица представляется 
в виде суммы предыдущей и двух симметрических матриц ранга один каждая. Метод «БФШ» 
отличается от метода «ДФП» формулой пересчета положительно определенной симметриче-
ской матрицы, обратной матрице вторых производных. 

Метод барицентрических координат «Барицентр» относится к классу методов прямого 
поиска. В их основе лежит анализ определенного набора точек вокруг текущей точки, причем 
ищется такая точка, в которой значение целевой функции меньше, чем значение в текущей точ-
ке. Методы прямого поиска для решения задач оптимизации можно использовать тогда, когда 
отсутствует какая-либо информация о дифференцируемости целевой функции или для случая 
прерывистой функции. 

Метод Пауэлла «Пауэлл» использует значения функции в определенных точках для ап-
проксимации функции полиномом второй степени.  

Разностный аналог градиентного метода «Градиент» относится к классу методов прямого 
поиска, стратегия которого заключается в использовании значений функции для конечно-
разностной аппроксимации первых производных.  

Метод «Конград-2» есть версия метода сопряженных направлений, а «Конград-3» являет-
ся сочетанием метода сопряженных градиентов с методом переменной метрики. 

Метод «Симплекс» есть версия симплексного метода, идея которого состоит в сравнении 
значений функции в 1n +  вершинах симплекса (правильный многогранник, имеющий 1n +  вер-
шину) и перемещении в направлении оптимальной точки с помощью итерационной процедуры.  
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