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В работе рассмотрена проблема повышения порядка аппроксимации прозрачных граничных 
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ка точности по пространству. В качестве примера формулируется задача распространения волн 
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вести экономные и высокоточные формулы при дискретизации оператора прозрачных гранич-
ных условий. Приведены примеры численных расчетов, подтверждающие точность и устойчи-
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Введение 
Для решения волнового уравнения часто используются явные центрально-разностные схе-

мы. В задачах в неограниченной области необходимо замыкать вычислительную область неко-
торой границей с условиями, имитирующими неотражение уходящих волн. Известен подход 
построения такого рода условий, называемых прозрачными граничными условиями (ПГУ), см. 
[Софронов, 1992; Sofronov, 1998; Hagstrom, 1999; Alpert, Greengard, Hagstrom, 1999; Софронов, 
1999; Ballmann, Britten, Sofronov, 2002; Софронов, 2007]. Эти условия являются нелокальными 
по пространству и по времени, что делает их использование совсем непростым. Тем не менее 
в этих же работах рассмотрены подходы, позволяющие замыкать пошаговое интегрирование 
волнового уравнения внутри вычислительной области некоторой процедурой аппроксимации 
ПГУ на границе и получать устойчивые и экономные схемы второго порядка точности по про-
странству и по времени.  

Применение схем высокого порядка точности по пространству для волнового уравнения 
влечет за собой необходимость соответствующего согласования точности и на границе. Мы 
предлагаем подход, позволяющий повышать порядок аппроксимации ПГУ. В качестве примера 
рассматривается задача распространения волн в полубесконечном волноводе прямоугольного 
сечения. Часть волновода, уходящая на бесконечность, отрезается, и на поперечном сечении мы 
формулируем, а затем аппроксимируем прозрачные граничные условия.  

Структура работы следующая. Формулировка задачи приводится в параграфе 1. Далее, 

в параграфе 2 выводятся ПГУ. Дискретизация задачи разностной схемой порядка  2 2 pO h  , 

1,2,3p  , рассмотрена в параграфе 3. Параграф 4 посвящен дискретизации ПГУ и оценке вы-
числительных затрат. В частности, показано, что по своим затратам дискретный оператор ПГУ 
похож на процедуру расчета волнового уравнения в некоторой дополнительной сеточной об-
ласти, причем толщина этого слоя по нормали к границе фиксирована по числу точек сетки. 
В параграфе 5 приведены результаты расчетов для одномерных и двумерной задач, иллюстри-

рующие заявленную точность  2 2τ pO h разностной схемы с ПГУ и устойчивость счета при 

большом времени расчета.  

1. Постановка задачи 

Для некоторых 0Z  , 0X  , 0Y   рассмотрим в полубесконечном волноводе  

 , 0 , 0Z z x X y Y           

следующую начально-краевую задачу для функции ( , , , )w w t x y z : 

 

   
 

     

2

0 0 0 1

, , , , ( , , ) , 0,

0, , , ,

, , , , , , , , .

tt xx yy zz

t t t

w c w w w S t x y z x y z t

w x y z

w W x y z w W x y z x y z 

      
  


  

. (1.1) 

Здесь   — граница волновода; ( , , )c x y z  — достаточно гладкая функция скорости рас-

пространения волн, причем ( , , ) const,c x y z   0z  ; ( , , , )S t x y z  — достаточно гладкая функ-

ция-источник;  0 , ,W x y z ,  1 , ,W x y z  — достаточно гладкие начальные данные, согласован-

ные с однородными граничными условиями Дирихле; причем  , , , 0S t x y z  ,  0 , , 0W x y z  , 

 1 , , 0W x y z   при 0z  . 

Отделим от торцевой части волновода, определяемой неравенством 0Z z   , его ухо-

дящую на бесконечность часть и рассмотрим ограниченную область  1 0z    с грани-

цей 1 2  , где  1 0z    , а  2 0 , 0 , 0x X y Y z        — открытая граница.  
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Наряду с (1.1) поставим аналогичную задачу в ограниченной области 1  для 
( , , , ):v v t x y z  

 

   
 
 
     

2
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 (1.2) 

где   — оператор прозрачных граничных условий (ПГУ), вид которого будет выписан ниже, 
см. (2.7).  

2. Прозрачные граничные условия 

По своему определению оператор ПГУ должен обеспечивать совпадение решений обеих 
задач (1.1) и (1.2) в области 1  при любой правой части ( , , , )S t x y z  и начальных условиях 

 0 , ,W x y z ,  1 , ,W x y z . Следуя подходу [Софронов, 1992; Софронов, 1999], мы строим формулу 

продолжения решения ( , , , )w t x y z  задачи (1.1) с границы 0z   в область 0z  . Для этого оп-

ределяем следующие формулы фурье-разложения ( , , , )w t x y z  по гармоникам α,βφ ( , )x y   

   sin πα / sin πβ / , α,β 1,...,x X y Y   : 

  1
α,β α,β α,β

α 1 β 1

( , , , ) Q ( , )φ ( , )w t x y z w w t z x y
 



 

   , (2.1) 

где  

  α,β α,β2α,β
0 0

4
( , ) Q , Q ( , , , )φ ( , ) ; α,β 1,...,

π

Y X

w t z w w w t x y z x y dxdy
      
  

  , (2.2) 

а для краткой записи прямого и обратного преобразования Фурье введены операторы Q  

и 1Q  соответственно. Также для краткости будем использовать символ «  » вместо индексов 

« α,β », например α,βŵ w .  

После ряда выкладок получаем явную формулу продолжения для отдельного коэффициен-
та Фурье[Софронов 1999]:  

 
/

0

ˆ ˆ ˆ( , ) ( / ,0) ( ',0) ( ', ) '
t z cz

w t z w t z c w t K t t z dt
c



    , (2.3) 

где   

 
 2 2 2

1
2 2

2 2 2

λ̂ /
ˆ( , ) λ

λ̂ /

J c t z c
K t z c

c t z c





, (2.4) 

1( )J z  — функция Бесселя,     2 2
λ̂ πα/ πβ/X Y  . 

Чтобы выписать оператор ПГУ  , разделим (2.3) на z  и возьмем предел при 0z  . По-
лучим 

        0

0

ˆˆ ˆ ˆ, ,0 ',0 ',0 ' 0
t

zw t z w t w t K t t dt
z t
 

   
   . (2.5) 
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Обозначим  

    
0

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ' ',0 '
t

w w w w t K t t dt
z t

 
   
    (2.6) 

и определим оператор ПГУ  для задачи (1.2) формулой 

  1 ˆQ Q  , (2.7) 

где блочно-диагональный оператор    α,β
ˆ    действуют независимо на каждый коэффици-

ент Фурье с тем же индексом.  

3. Конечно-разностная аппроксимация задачи (1.2) 

Введем равномерную сетку по пространству и по времени: 

, 0,..., , / ,i x xx ih i I h X I    

, 0,..., , / ,j y yy jh j J h Y J    

( ) , 0,..., , / ,k z zz k K h k K h Z K     

, 0,1,..., 0,nt n n     

рассмотрим на ней сеточные функции ( , , , ).h n
i j ku t x y z  Определим стандартные центрально-

разностные операторы порядка  2 pO h , 1, 2, 3p   для второй производной по направлению x : 

  2 2

0

D (., ,...) (., ,...) (., ,...) ,
p

h p h h
xx i x m i x i x

m

u x h a u x mh u x mh



     (3.1) 

где  

2 2
0 11, 1,a a    

4 4 4
0 1 25/4, 4/3, 1/12,a a a      

6 6 6 6
0 1 2 349/36, 3/2, 3/20, 1/90.a a a a       

Аналогично определяются операторы по другим направлениям: D yy , Dzz .  

Здесь и далее индекс p  в обозначениях опущен для краткости. 
Введем сеточные области: 

 1 ( , , ) :1 1, 1 1, 1h
i j kx y z i I j J k K         

 

— точки сетки внутри 1 , где будет рассчитываться решение; 

 1 ( , , ) :1 1, 1 1, 1h
i j kx y z p i I p p j J p p k K p               

 

— точки сетки вместе с дополнительными внешними приграничными слоями, продолжение 
решения в которые будет вычисляться согласно уравнению и граничным условиям. Обозна-
чим через B  оператор такого восполнения, т. е. 

 
1 1

| B |h h

h hu u
 
 . (3.2) 
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Конкретизируем B  для однородных условий Дирихле задачи (1.2). Рассмотрим, например, 
границу .z Z   Для 1p  , очевидно, действие оператора B  состоит в обнулении функции на 

границе: 0( , , , ) 0.h n
i ju t x y z   Далее, для более высоких порядков в силу симметрии операто-

ра (3.1) относительно центральной точки шаблона достаточно сделать антисимметричное про-
должение: 

0( , , , ) 0, ( , , , ) : ( , , , ), 1,..., 1h n h n h n
i j i j k i j ku t x y z u t x y z u t x y z k p      

для 2, 3.p   
Аналогично оператор B  определяется для других границ с однородными условиями Ди-

рихле в задаче (1.2).  
Обозначим эту часть оператора B , обрабатывающую границы с условиями Дирихле, че-

рез BDBC . 
Вторую часть оператора B , обрабатывающую границу 0z   с ПГУ, мы обозначим че-

рез BTBC , т. е.  
 B B BDBC TBC  . (3.3) 

Мы определим оператор BTBC  в параграфе 0. Собственно это и будет предлагаемый способ 
аппроксимации ПГУ с высоким порядком.  

Выпишем теперь следующую явную конечно-разностную аппроксимацию порядка 

 2 2τ pO h , 1, 2, 3p   задачи (1.2): 

 

 

1 1
1 1

0 1
1 1

1 1
2

2

1

, ,

2 2
0 0 0, ,

( , ) 2 ( , ) ( , )
( ) D D D ( , ) ( , ),

τ

( , , ) ; 1,2,...,

| : B |

| ( ), | ( ) 0.5 ( )τ (D D D ) ( ),

h n h n

h h

h n h h n h h n h
h h n h n h

xx yy zz

h h
i j k

h h

t t

h h h h h h
xx yy zzt t

v t v t v t
c v t S t

x y z n

v v

v W v W c W

 

 

 

 

  
   


   

 

     

x x x
x x x

x

x x x x

 (3.4) 

полагая, что оператор B  применяется к искомой функции после того, как произошло ее об-
новление на 1n  -ом слое по времени согласно первому уравнению. Начальное условие при 

1t t  получено из ряда Тейлора для обеспечения второго порядка точности по времени.  

4. Аппроксимация ПГУ 

Для аппроксимации ПГУ на границе 0z   мы выпишем приближенные формулы продол-
жения решения согласно волновому уравнению. Это будет сделано с целью получения более 
экономных в вычислительном отношении алгоритмов. После этого в параграфе 4.2 мы опишем 
процесс применения оператора BTBC , что и будет являться его определением. Важным окажется 
то, что дискретизация интегралов свертки, входящих в определение оператора, будет проведена 
рекуррентными формулами. С точки зрения вычислений это означает локализацию расчетных 
формул по времени. Наконец, в параграфе 4.3 мы обсудим вычислительные затраты, необходи-
мые при однократном применении оператораBTBC . 

4.1. Приближенная формула продолжения решения для одной Фурье гармоники 
за границу 0z   

Согласно подходу с применением разложения (2.1), проблема продолжения решения сво-
дится к продолжению коэффициентов Фурье — функций от переменных ,t z  — в область 
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0z  . Вначале представим ядро свертки из (2.3) в виде разложения по функциям, зависящим 
отдельно от пространственной и временной координат. Это позволит использовать универсаль-
ные ядра свертки для любых значений шага сетки h  при дискретизации.  Принимая во внима-

ние то, что достаточно рассматривать точность порядка  2 pO h , 1, 2, 3p  , при продолжении 

решения на расстояние ph , приблизим ядро (2.4) рядом Тейлора. В результате несложных пре-
образований с привлечением известных соотношений для функций Бесселя получаем 

 
   

2 2 2
21

2 2 2 2 2 21

12 2 2
0

λ̂ / ˆ ˆ( λ ) (λ )ˆ ˆ ˆ( , ) λ λ (λ )
ˆˆ 2 !( λ )λ /

mp
pm

mm
m

J c t z c J c t z
K t z c c O z

mc tc t z c







  


 . (4.1) 

Такое приближенное представление приводит к тому, что свертка по времени в (2.3) бу-
дет вычисляться с одними и теми же ядрами вида  

 
( )

( ) , 1, 2,..., 1m
m m

J t
K t m p

t
   . (4.2) 

Следующим шагом на пути кардинального сокращения вычислительных затрат является 
приближение ядер свертки суммами экспонент. Такой прием, впервые указанный для приложе-
ний к проблеме ПГУ в [Софронов, 1992], позволяет использовать рекуррентные формулы для 
аппроксимации интеграла свертки, что резко сокращает объем памяти и число операций (см. 
формулы (4.12) далее).  

С помощью ряда процедур, написанных на MAPLE [MAPLE URL], мы получаем прибли-
жения 

 , ,
1

( ) ( ) exp( ), 1, 2,..., 1.
mL

m m m l m l
l

K t K t a b t m p


     (4.3) 

Пользуясь убыванием ( )mK t  на бесконечности, из (4.3) численно нетрудно провести 

оценку приближения k  в неравенствах   

 | ( ) ( ) | ε , 0 , 1, 2,..., 1m m mK t K t t m p       . (4.4) 

Например, найденные нами приближения (4.3) имеют следующие параметры: 

Таблица 1 

 1m   2m  3m  4m   
L 128 32 16 16 
ε  5.e-7 2.e-7 6.e-8 2.e-9 

Таким образом, вместо (2.3) мы используем следующую приближенную формулу: 

 

/

0

2
2 2

1
0

, ,
1

ˆ ˆ ˆ( , ) ( / ,0) ( ',0) ( ', ) ',

ˆ(λ )ˆ ˆ( , ) λ ( λ ) ,
2 !

( ) exp( ), 1,2,..., 1.
m

t z c

mp

m m
m

L

m m l m l
l

z
u t z u t z c u t K t t z dt

c

z
K t z c K c t

m

K t a b t m p








   



  









 



 (4.5) 

4.2. Разностный оператор TBCB  продолжения решения за границу 0z   

Определим сеточные аналоги операторов преобразования Фурье (2.1), (2.2): 

  
1 1

1
α,β α,β α,β

α 1 β 1

( , , , ) Q ( , )φ ( , )
I J

h n h h n h
i j k h k i ju t x y z u u t z x y

 


 

   , (4.6) 
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 α,β
α,β

1 1

α,β
1 1

( , ) Q ,

4
Q ( , , , )φ ( , ), α 1,..., 1, β 1,..., 1

h n h
k h

I J
h h n h

h i j k i j
i j

u t z u

u u t x y z x y I J
IJ

 

 



 
     
 

 
, (4.7) 

где  

    α,βφ ( , ) sin πα / sin πβ / , α 1,..., 1, β 1,..., 1h
i j i jx y x X y Y I J     . (4.8) 

Введем сеточную границу при 0Kz z  , содержащую несколько слоев по времени:  

  ν( , , , ) : ; ν , 1, ...,h
TBC i j k pt x y z k K n n n n      , (4.9) 

где 1pn   будет определено позднее, см. (4.11).  

Чтобы построить оператор BTBC  для границы 0Kz  , мы полагаем, что решение 

( , , , )h n
i j ku t x y z  известно на сеточной границе h

TBC . Необходимо продолжить это решение 

в точки сетки с индексом 1,...,k K K p    на слой по времени 1nt  . Опишем процесс продол-
жения следующими последовательными шагами.  

1. Сначала применяем к функции hu  на h
TBC  оператор фурье-разложения и получаем на-

боры коэффициентов для каждого слоя по времени: 

  ν
ν ν

α,β ,
α,β

ˆ ( ) ( , ) Q | , ν ,...,
K

h h h
K h pt z

u t u t z u n n n    . (4.10) 

2. Затем для нахождения каждого коэффициента 1ˆ ( , )h nu t z , ,...,K z K zz z h z ph   , приме-
няем формулы (4.5). Это делается следующим образом: 

2а) вычисляем функцию 1ˆ ( / , )h n
Ku t z c z  с помощью интерполяции по времени сеточной 

функции νˆ{ ( ), ν ,..., }h
pu t n n n  ; если шаг по времени пропорционален шагу по пространству, 

то точность интерполяции должна быть не хуже, чем 2(τ )pO ; это требование и определяет зна-

чение параметра pn ; например, для интерполяции Лагранжа полиномом степени 2 p получаем, 

что  

 max 2 ,
τp

ph
n p

c

       
; (4.11) 

2б) вычисляем интеграл свертки по рекуррентным формулам, пользуясь тем, что ядро со-
стоит из суммы экспонент; эти формулы легко получаются из рассмотрения интеграла для оди-
ночной экспоненты exp( )bt : 

 

/

0

/ /

0 /

/

/

( / ) ( ')exp( ( ')) '

( ')exp( ( ')) ' ( ')exp( ( ')) '

exp( ) ( / ) ( ')exp( ( ')) '.

t z c

t z c t z c

t z c

t z c

t z c

I t z c f t b t t dt

f t b t t dt f t b t t dt

b I t z c f t b t t dt







 



  

 



 

   

    

    



 



 (4.12) 

В (4.12) необходимо вычислить интеграл на отрезке  / τ, /t z c t z c    для 

ˆ( ) ( , )h
Kf t u t z . Его вычисление проводится по явным формулам с использованием полиноми-
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ального восстановления с порядком точности 2(τ )pO  функции ˆ ( , )h
Ku t z  по значениям 

νˆ{ ( ), ν ,..., }h
pu t n n n  .  

3. Наконец, применяем операцию суммирования (4.6) по базису Фурье с вычисленными 
коэффициентами 1ˆ ( , )h n

ku t z : 

  1 1 1
α,β( , , , ) Q ( , ) , 1,...,h n h n

i j k h ku t x y z u t z k K K p      . (4.13) 

Замечание 1. Для общности мы привели здесь алгоритм с порядком точности 2(τ )pO , хотя 
можно было ограничиться вторым порядком по времени в соответствии с точностью 
схемы (3.4).  

Замечание 2. Из соображений аппроксимации очевидно, что применение сверточного ин-
теграла в (4.5) имеет смысл только для низкочастотной составляющей пространственного спек-
тра (4.10), т. е. при α TBCI I  , β TBCJ J   (для оставшихся высокочастотных фурье-гармоник 

достаточно использовать только первое слагаемое 1ˆ ( / , )h n
Ku t z c z   при продолжении). Ответ на 

вопрос о том, какие значения TBCI , TBCJ  нужно использовать, решается экспериментальным 
путем на основе оценки точности решения задачи, которая определяется погрешностями ап-
проксимации внутри области и на границе с ПГУ. 

4.3. Вычислительные затраты, необходимые для применения оператора BTBC  

Вначале оценим затраты, необходимые для продолжения одного коэффициента Фурье 
в дополнительные точки сетки , 1,...,kz k K K p   . Для вычисления сверток по рекуррент-

ным формулам требуется хранить 
1

1

p

m
m

L



  вспомогательных чисел — интегралов от каждой экс-

поненты. Соответственно, число арифметических операций, затрачиваемое в основном на ин-
терполяцию, пп. 2а, и на явные формулы вычисления каждого интеграла из последней строч-

ки (4.12) в свертках, есть величина 
1

2

1

p

m
m

O p p L




 
 

 
 .  

Для оценки затрат памяти на весь оператор BTBC  учтем, во-первых, объем сетки 
границы h

TBC  и, во-вторых, согласно замечанию 3, учтем TBC TBCI J  коэффициентов Фурье, для 
которых нужно хранить сверточные интегралы согласно рекуррентным формулам. Поэтому 
требуемая память составляет величину 

 
1

1

(B )
p

TBC
p TBC TBC m

m

Memory O IJn I J L




 
  

 
 . (4.14) 

Что касается числа операций однократного применения оператора BTBC , то оценка сле-
дующая: 

 
1

2

1

(B )
p

TBC
TBC TBC m

m

Flops O IJp I J p L




 
  

 
 . (4.15) 

Из этих оценок можно сделать следующий вывод: оператор BTBC  похож по своим затра-
там на процедуру расчета волнового уравнения в некоторой дополнительной сеточной облас-
ти размером TBCI J K  , причем толщина этого слоя по z  фиксирована по числу точек сетки, 
а не по физической длине и оценивается как  

 
1

1

p
TBC TBC

TBC p m
m

I J
K O n L

I J





 
  

 
  (4.16) 

(можно с уверенностью утверждать, что /4TBCI I , /4TBCJ J ). 
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5. Тестовые расчеты 

Поскольку основным элементом в предложенных ПГУ является обработка отдельной фу-
рье-гармоники, мы рассмотрим вначале одномерные тесты в координатах ( , )t z . Затем в пара-
графе 5.2 будет рассмотрена двумерная задача в прямоугольнике.  

5.1. Тесты для отдельных фурье-гармоник 

Рассмотрим начально-краевую задачу для ( , )U t z на отрезке  Z z Z     : 

 

2 2 2

2

0 0 0

λ 0, , 0,

| 0, | 0,

( ), 0, ,

tt zz

z Z z Z

t t t

w c w c w z t

w w

w W z w z
 

 

     


 
   

 (5.1) 

где начальное возмущение  0W z  задается формулой 

 2

2
0

/2
exp , 0,

( ) 2σ

0, 0.

z Z
Z z

W z

z

  
     

    


 

Положим 10Z  , 1c  , σ 0.5.  
Задача (5.1) в расширенной области   будет использоваться для вычисления эталонного 

решения при 20t  .  
Вводим сетку  ( ) ; 1,...,2 1, /h

k z zz k K h k K h Z K       ; τ,nt n  0,1,...,n   τ 0  

и аппроксимируем (5.1) разностной задачей  

 
1 1

0 1

1 1
2 2

2

, ,

2 2 2
0 0 0, ,

( , ) 2 ( , ) ( , )
(D λ ) ( , ) 0,

τ

; 1, 2,...,

| : B | ,

| ( ), | ( ) 0.5 τ (D λ ) ( ).

h n h n

h h

h n h n h n
h nk k k

zz k

h
k

h DBC h

t t

h h
k k zz kt t

w t z w t z w t z
c w t z

z n

w w

w W z w W z c W z

 

 

 

 

  
  


  

 

    

 (5.2) 

Построение операторов Dzz , BDBC описано в параграфе 3. Начальное условие при 1t t  
обеспечивает второй порядок точности по времени.  

Задачу в области  1 ( ) ; 1,..., , /h
k z zz k K h k K h Z K       с ПГУ на границе 0Kz z   

формулируем следующим образом: 

 
1 1

0 1

1 1
2 2

2

1

, ,

2 2 2
0 0 0, ,

( , ) 2 ( , ) ( , )
(D λ ) ( , ) 0,

τ

; 1, 2,...,

| : B | ,

| ( ), | ( ) 0.5 τ (D λ ) ( ).

h n h n

h h

h n h n h n
h nk k k

zz k

h
k

h h

t t

h h
k k zz kt t

v t z v t z v t z
c v t z

z n

v v

v W z v W z c W z

 

 

 

 

  
  


  

 

    

 (5.3) 

Здесь оператор 0B B | B |DBC TBC
z Z z   . 

На рисунке 1 показаны оба решения задач (5.2), (5.3) и их разность для значений λ 1 , 
1p   в момент времени 10t  . 
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Рис. 1. Амплитуда решений и их разность при 10,t  256K   

Для проверки точности предложенных ПГУ с порядком аппроксимации 2( )pO h , 1, 2, 3p  , 

рассматривалась C -норма разности решений h hv w  в области 1
h . Обозначим через K  вели-

чину этой нормы в момент времени 10t   на сетке с шагом /zh Z K . Наблюдаемый порядок 

точности решения оценивался численно величиной  2 2log /K Kq    . 

В таблицах 2–4 представлены результаты численных расчетов для 1, 2, 3p   при значени-

ях λ 1, 3, 6 . 

Таблица 2. Схема второго порядка точности 

τ K Δ  

l = 1 

q  

l = 1 

Δ  

l = 3 

q  

l = 3 

Δ 

l = 6 

q  

l=6 

1.00e-2 32 3.74e-3  5.66e-3  3.50e-3  

5.00e-3 64 9.29e-4 2.0 1.39e-3 2.0 1.81e-3 0.95 

2.50e-3 128 2.34e-4 2.0 3.39e-4 2.0 9.77e-4 0.89 
1.25e-3 256 5.78e-5 2.0 8.29e-5 2.0 2.96e-4 1.7 
6.25e-4 512 1.44e-5 2.0 2.05e-5 2.0 7.82e-5 1.9 

3.13e-4 1024 3.60e-6 2.0 5.09e-6 2.0 2.00e-5 2.0 

Таблица 3. Схема четвертого порядка точности 

τ K Δ  

l = 1 

q 

l = 1 

Δ  

l = 3 

q 

l = 3 

Δ  

l = 6 

q 

l = 6 

1.00e-2 32 5.52e-4  6.50e-4  1.91e-3  

2.50e-3 64 4.01e-5 3.8 3.60e-5 4.2 2.60e-4 2.9 
6.25e-4 128 2.40e-6 4.1 2.14e-6 4.1 1.16e-5 4.5 
1.56e-4 256 1.50e-7 4.0 1.32e-7 4.0 6.87e-7 4.1 

3.91e-5 512 9.30e-9 4.0 8.16e-9 4.0 5.71e-8 3.6 

Таблица 4. Схема шестого порядка точности 

τ K Δ  

l = 1 

q 

l = 1 

Δ  

l = 3 

q 

l = 3 

Δ  

l = 6 

q 

l = 6 

1.00e-2 32 1.59e-4  2.02e-4  1.39e-3  

1.25e-3 64 2.81e-6 5.8 2.70e-6 6.2 2.04e-5 6.1 
1.56e-4 128 4.56e-8 5.9 4.12e-8 6.0 3.66e-7 5.8 

1.95e-5 256 7.1e-10 6.0 6.6e-10 6.0 3.46e-9 6.7 



И. Л. Софронов, Л. Е. Довгилович, Н. А. Краснов 

 _______________________________________ 2014, Т. 6, № 1, С. 45–56 _______________________________________  

55

Из этих результатов следует, что все три разностные схемы (5.3) с ПГУ имеют ожидаемые 
порядки точности. Исследовалась также устойчивость этих разностных схем при большом вре-
мени расчета, вплоть до 200t  . Все расчеты оказались устойчивыми.  

5.2. Тестовые расчеты для волновой задачи в прямоугольнике 

Следующим тестом явилась двумерная задача, получаемая из (1.2) отбрасыванием зависи-
мости по y . Кроме того, на боковых стенках 0,x X рассматривались условия периодичности 

(а не Дирихле). При этом ( , , ) 0S t x z  , 1( , ) 0W x z  , 10X  , 10Z  , 1c  , σ 0.5 , 

    2 22 2
0 ( , ) exp 0.5 /2 /σ 0.5 /2 /σW x z x X z Z     . Эталонное решение получалось из задачи 

в расширенной по z области Z z Z   , по аналогии с (5.1). 
На рисунке 2 показано решение задачи с ПГУ на верхней границе 0z   при 6t  , 
512K  , τ 0.01  для 1p  . 

 

Рис. 2. Решение в момент времени 6t  . ПГУ на верхней границе 

В таблицах 5–7 представлены значения C -нормы ошибки решения K в момент времени 

10t   и значения численного порядка точности решения  2 2log /K Kq     для 1, 2, 3p  .  

Таблица 5. Схема второго порядка точности 

τ K. I Δ q  
5.00e-3 64 7.72e-4  
2.50e-3 128 2.05e-4 1.9 
1.25e-3 256 5.62e-5 1.9 
6.25e-4 512 1.44e-5 2.0 

Таблица 6. Схема четвертого порядка точности 

τ K. I Δ q  
5.00e-3 64 1.41e-4  
1.25e-3 128 9.45e-6 3.9 
6.25e-4 256 6.13e-7 4.0 
1.56e-4 512 3.80e-8 4.0 

Таблица 7. Схема шестого порядка точности 

τ K. I Δ q  
5.00e-3 64 4.64e-5  
1.25e-3 128 9.00e-7 5.7 
6.25e-4 256 1.50e-8 5.9 
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Как и следовало ожидать, наблюдаются второй, четвертый и шестой порядки точности 
разностных схем с предложенными ПГУ. Для проверки устойчивости на большие времена 
моделирования были проведены расчеты вплоть до 200.t   Все схемы оказались устойчивы-
ми, см. рисунок 3 для 3p   (решение выходит на периодический режим).  

  

Рис 3. Норма решения в области {0 , 0}x X Z z     для схемы шестого порядка точности с ПГУ на 

границе 0z   
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