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В работе рассмотрен алгоритм нечеткой системы управления существенно нелинейным 
динамическим объектом. Для решения нелинейной задачи оптимального управления предлага-
ется использовать линейно-квадратичное регулирование (LQR — linear quadratic regulator) 
с моделью Такаги–Сугено (Takagi–Sugeno). Алгоритм может быть использован для проектиро-
вания систем оптимального управления детерминированными нелинейными объектами. Пред-
ложено использование алгоритма функционирования оптимальной системы управления для 
управления вращательным движением летательного аппарата. 
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Введение  

Системы управления, основанные на нечеткой модели Takagi–Sugeno (TS), активно иссле-
дуются и применяются в последние годы. Модель T–S формируется с использованием базы не-
четких правил, которые  представляют собой нелинейную систему в виде совокупности ло-
кальных линейных моделей, объединенных функциями принадлежности. Методы идентифика-
ции T–S-моделей основаны на линеаризации исходной нелинейной системы в различных рабо-
чих точках (при известной модели системы) и на оценивании входных/выходных данных нели-
нейной системы (при неизвестной модели). 

В работе рассмотрен алгоритм нечеткой системы управления нелинейным динамическим 
объектом — летательным аппаратом, предназначенный для минимизации квадратичного функ-
ционала по вектору состояния и вектору управления системы. Для линейных систем традици-
онно проектируются линейные системы управления с обратной связью: линейно-квадратичные 
регуляторы (LQR — linear quadratic regulator) [Geering, 2007; Sage, 1977]. Для существенно не-
линейных систем линеаризация уравнений состояния динамической системы относительно не 
является достаточной, так как при различных значениях вектора состояния мы получим раз-
личные линеаризованные уравнения. Для решения нелинейной задачи оптимального управле-
ния предлагается использовать метод LQR с нечетким алгоритмом Такаги–Сугено (T–S — 
Takagi–Sugeno) [Takagi, Sugeno, 1985]. Алгоритм T–S позволяет декомпозировать множество 
вектора состояния системы на подмножества и формировать базу правил для каждого подмно-
жества; LQR используется для получения оптимального решения на каждом подмножестве 
вектора состояния. Управление формируется на основе регулирования параметров LQR в каж-
дом правиле.  

В работе предполагается, что динамическая модель объекта известна. Алгоритм T–S при-
меняется не для управления объектом с нечеткой моделью, а для проектирования систем опти-
мального управления детерминированными нелинейными объектами на основе дефаззифика-
ции следствий базы правил. В каждом правиле базы правил содержится LQR-алгоритм управ-
ления линеаризованной нелинейной системы в заданной рабочей области.  

Предложено использование алгоритма функционирования оптимальной системы управле-
ния для управления вращательным движением летательного аппарата, который рассматривает-
ся как твердое тело. Динамические уравнения Л. Эйлера вращательного движение твердого те-
ла являются существенно нелинейными [Лурье, 1961; Murray, Li, Sastry, 1994] и не могут быть 
линеаризованы в пространстве всех значений компонент вектора угловой скорости. Кинемати-
ческие уравнения вращательного движение твердого тела могут быть представлены в различ-
ной форме (матрицами направляющих косинусов, углами Эйлера, углами Крылова, кватернио-
нами Гамильтона, элементами групп    3 , 3SO SE , матрицами Паули, параметрами Клиффор-

да и т. д.); они также являются существенно нелинейными. В настоящей работе рассматрива-
ются кинематические соотношения для параметров Родрига–Гамильтона [Лурье, 1961; Murray, 
Li, Sastry, 1994], так как в этих соотношениях используются только три параметра, соотноше-
ния не содержат критических значений параметров, отсутствует необходимость контроля инте-
гралов движения (например, суммы квадратов компонент  кватерниона) и количество вычисли-
тельных операций минимально. 

Рассмотрим методы построения оптимального регулятора на основе метода T–S и использо-
вания принципа максимума. 

Проектирование нечеткого оптимального регулятора  

Для проектирования нечеткого оптимального регулятора может быть использован метод 
LQR [Geering, 2007; Sage, 1977]. Система представляется в пространстве состояний:  

 ,   x A x B u  (1) 
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где nx   — вектор состояния системы; mu   — вектор управляющих воздействий системы; 
n nA   — матрица, определяющая динамику системы; n mB   — матрица, определяющая 

воздействие вектора u  на систему. 

Целью является нахождение такого вектора управления  tu , который переводит систему 

из начального состояния  0tx  в конечное  1tx , минимизируя квадратичный функционал:  

  
1

0

t
T T

t

J dt  x Qx u Ru , (2) 

где n nQ   и m mR   — симметричные положительно определенные матрицы. Закон опти-
мального управления:  

      1 Tt t t   u Kx R B Lx , (3) 

где 1 T K R B L  — матрица усиления обратной связи по состоянию, матрица n nL   — ре-
шение уравнения Риккати [Geering, 2007; Sage, 1977]: 

 1 0T T    LA A L Q LBR B L .  

В случае представления системы в форме 

  ,x F x u ,  

модель T–S может быть выражена в форме [Lilly, 2010; Al-Hadithi, Barragan et al., 2012; Luo, Hu 
et al., 2006]  

      1 1 11, , , , , ,
1 1:  if   is  and  and  is  then  n n nni i i i i iii

n nS x M x M   x A x B u  , (4) 

где ; 1, , ; 1, ,ji
j jM j n i l    — нечеткое множество квазитреугольного LR-типа с функцией 

принадлежности 1ji
j   при ji

j jx x . Матрицы    1 1, , , ,,n ni i i i A B  идентифицируются для каждой 

совокупности множеств 1 , ,j ji i
nM M . Принцип проектирования LQR применяется к каждой 

системы и решаются уравнения Риккати для каждой системы:  

                1 1 1 1 1 1 1 1, , , , , , , , , , , , , , , ,1 0n n n n n n n n
T T

i i i i i i i i i i i i i i i i          L A A L Q L B R B L        ,  

откуда находятся матрицы усиления обратной связи      1 1 1, , , , , ,1 ,n n n
T

i i i i i i    K R B L    и правила 

определения  матрицы усиления имеют вид  

    1 11, , , ,
1 1:  if  is  and  and  is  then n nni i i iii

n nC x M x M  u K x  .  

Проектирование оптимального дискретного управления  

Рассмотрим проектирование оптимального управления для динамической системы, дис-
кретная модель которой имеет вид  

  1 , ; ;n m
k k k   x f x u x u  . (5) 
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Для каждой совокупности множеств 1
1 , , nii

nM M , то есть ln  множеств, проведем линеари-

зацию  ,k kf x u  относительно точек — центров этих множеств ji
jx : 

          

1

1 1 1 1

1 1 1
... ... ... ...,n n n n

n

i

i i i i i i i i

i
n n m

x x u

x x u

   
        

     

f x u a A B  , (6) 

где       

 

 

 

1 1 1 1

... ...1 11 1

... ... ... ...1

; ;

, ; ; .n n n n

i i i im mn n

i i i i i i i im

 



   

 
  

 x x u 0 x x u 0

f f
a f x 0 A B

x u
 

Представим модель Т–S для целей управления следующим образом: 

        1 1 1 11... ... ... ...
1 1 1:  if  is  and ... and  is  then n n n nni i i i i i i iii

k kn n k k kS x M x M    x a A x B u , (7) 

где      1 1 1... ... ...; ;n n ni i i i i in n n n m   a A B   . 
После дефаззификации нечеткая система будет иметь вид  

           1 1
1 1 1 1 1

1 1

1

... ... ... ... ...
1

1 1 1 1

n n
n n n n n

n n

r rr r
i i i i i i i i i i

k k k
i i i i




   

 
     
 
   x a A x B u  , (8) 

где  1... ni i  — функции принадлежности консеквентов (следствий) правил (7). 
Соотношения (7) эквивалентны системе 

      1k k k k k k   x a x A x x B x u ,  

где матрицы , ,a A B  определены в соответствии с выражениями базы правил:  

        1 1 1 11... ... ... ...
1 11 :  if  is  and ... and  is  then  and  and n n n nni i i i i i i iii

k kn nS x M x M   a a A A B B .  

Используем метод LQR для формирования закона управления. Цель управления состоит 
в нахождении управления ku  для перевода системы из начального состояния 

0kx  до терми-

нального 
1

0k x  в минимизируемом функционале:   

  
1

0

1

1 1

k
T T
k k k k

k k

J


 


  x Qx u Ru ,  

где Q  — неотрицательно определенная матрица, R  — положительно определенная матрица.  
Предлагается на каждом шаге k  минимизировать функционал:  

 1 1
T T

k k k k kJ   x Qx u Ru . (9) 

Подставляя линеаризованное представление, 1k k k   x a Ax Bu  и приравнивая нулю гра-
диент,  

  12 2 0T Tk
k k k

k

J


    x QB x u Ru ,  

с учетом  того, что для симметричных матриц R  выполняется,  T T  R u u R ,   получим оп-

тимальное управление в форме 

    1T T
k k k k k k k


   u R B QB B Q a A x , (10) 

где      ; ; .k k k k k kx x x  a a A A B B  Следует отметить, что для формирования данного 

дискретного нечеткого оптимального управления отсутствует необходимость решения уравне-
ния Риккати. 

Рассмотрим некоторые конкретные модели механических систем [Fantoni, Lozano, 2002]. 
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Модель оптимального управления вращательным движением 
твердого тела  

Рассмотрим применение алгоритма на примере оптимального управления вращательным 
движением твердого тела, динамические уравнения которого являются существенно нелиней-
ными [Лурье, 1961; Murray, Li, Sastry, 1994]: 

    d

dt
    Jω ω Jω M , (11) 

или в покомпонентной форме: 

 

 
 
 

;

;

,

x x z y y z x

y y x z x z y

z z y x x y z

J J J M

J J J M

J J J M

  

  

  

  

  

  







  

где  T

x y z  ω  — вектор угловой скорости твердого тела относительно связанной сис-

темы координат (ССК);  diag x y zJ J JJ  — тензор инерции твердого тела относительно 

ССК;  T

x y zM M MM  — вектор момента внешних сил относительно ССК. 

Примем в качестве центров множеств    31 2
1 2 3 1 2 3; , , 0,1,

Tijk ii iM M M M i i i   следующие 

значения векторов угловой скорости твердого тела: 

            000 001 0101 1 10 0 0 c ; 0 0 0.01 c ; 0 0.01 0 c ;
T T T    ω ω ω   

            011 100 1011 1 10 0.01 0,01 c ; 0.01 0 0 c ; 0.01 0 0,01 c ;
T T T    ω ω ω   

        110 1111 10.01 0.01 0 c ; 0.01 0.01 0.01 c
T T  ω ω .  

Составим базы правил в виде: 

            
1:  if   is  then ;ijk ijk ijk ijk ijk ijk

k k kS    ω M ω a A ω B M  (12) 

        1 :  if   is  then ; , , 0,1ijk ijk ijk
k k k k kS i j k   ω M M K a A ω ,  

где   3ijk a  ;   3 3ijk A  ;   3 3ijk B  ;   1T T
k k k k


 K R B QB B Q  с последующей идентифика-

цией      , ,ijk ijk ijka A B . Примем конкретные значения: 2100 кг×м ;xJ   280 кг×м ;yJ   

260 кг×м ; 0,1 c;zJ t    

0.1 0 0

0 0.1 0

0 0 0.1

 
   
 
 

Q ; 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
   
 
 

R . 

Запишем, например, следствие правила  111S :  

  
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1

0

0 diag

0

x y z y z x z z x y y

k k y x z x z y z z y x x k x y z k

z x y x y z y y z x x

s s s s

s s t s s t J J J t

s s s s

      
      
      

  


   
   

          
   
   

ω ω ω M ,  
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где  signx xs  ;  signy ys  ;  signz zs  ;   1 0,2x y z xJ J J    ;   1 0.5y z x yJ J J     ; 

  1 1
3z x y zJ J J    . 

Получим базу правил динамических уравнений движения твердого тела:  

          000 000 000 000 000

0 1 0 0

:  if   is  then 0 ; 0 1 0 ;

0 0 0 1

S M

   
       
   
   

ω a A   

          

4

001 001 001 001 001 4

0 1 2 10 0

:  if   is  then 0 ; 5 10 1 0 ;

0 0 0 1

z

z

s

S M s





  
       

      

ω a A   

    

         

4

110 110 110 110 110 4

6 4 4

0 1 0 2 10

:  if   is  then 0 ; 0 1 5 10 ;

3.33 10 3.33 10 3.33 10 1

y

x

x y y x

s

S M s

s s s s





  

   
  

     
        

ω a Α  

         

6 4 4

111 111 111 111 1116 4 4

6 4 4

2 10 1 2 10 2 10

:  if   is  then 5 10 ; 5 10 1 5 10 ,

3.33 10 3.33 10 3.33 10 1

y z z y

x z z x

x y y x

s s s s

S M s s s s

s s s s

  

  

  

      
   

         
         

ω a A  

для всех правил:  

  
0.01 0 0

0 0.0125 0

0 0 0.0167

ijk

 
   
 
 

B ;  

3

3

3

1 10 0 0

0 1.25 10 0 ; , , 1,2

0 0 1.67 10

ijk i j k







  
 

     
  

K .  

В качестве примера найдем оптимальное управление для вектора угловой скорости: 

  10 0.005 0.005 c
T ω . При этом  

        000 001 110 111 0.125        ;  

, , 1,2

1ijk

i j k




 ;  

    

6

6

6

0.5 10

1.25 10

0.833 10

ijk ijk

ijk









  
 

   
   

a a ;    

4 4

4 4

4 4

1 1 10 1 10

2.5 10 1 2.5 10 ;

1.66 10 1.66 10 1

ijk ijk

ijk



 

 

 

  
 

      
   

A A   

 

0.01 0 0

0 0.0125 0

0 0 0.0167

 
   
 
 

B ; 

3

3

3

1 10 0 0

0 1.25 10 0

0 0 1.67 10







  
 

   
  

K ,  

откуда получим вектор управляющего момента сил:  

   6

6

0

6.25 10  Н м

8.33 10
k k k k k





 
       
   

M K a A ω .  
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Модель кинематического управления вращательным движением 
твердого тела  

Рассмотрим применение алгоритма на примере кинематического управления вращательным 
движением твердого тела в форме Родрига–Гамильтона [Лурье, 1961; Бранец, Шмыглевский, 
1992]: 

    1 1

2 4
Td

dt
    θ ω ω θ θ θ ω , (13) 

или в покомпонентной форме: 

 

   
   
   

2

2

2

1 0,25 0,5 ,

1 0,25 0,5 ,

1 0,25 0,5 ,

x x z y y z

y y x z z x

z z y x x y

      

      

      

     

     

     







  

где  T

x y z  ω  — вектор угловой скорости твердого тела относительно связанной сис-

темы координат (ССК);  T

x y z  θ  — вектор параметров Родрига–Гамильтона, опреде-

ляющих ориентацию твердого тела относительно инерциальной системы координат [Лурье, 
1961; Бранец, Шмыглевский, 1992]. 

Примем в качестве центров множеств    31 2
1 2 3 1 2 3; , , 0,1,

Tijk ii iM M M M i i i   следующие 

значения векторов Родрига–Гамильтона: 

            000 001 0100 0 0 ; 0 0 0,52 ; 0 0,52 0 ;
T T T  θ θ θ   

            011 100 1010 0,52 0,52 ; 0,52 0 0 ; 0,52 0 0,52 ;
T T T  θ θ θ   

        110 1110,52 0,52 0 ; 0,52 0,52 0,52 .
T T θ θ   

Составим базу правил для формирования кинематических уравнений движения твердого те-
ла: 

              1

1:  if   is  then ;ijk ijk ijk ijk ijk ijkT T
k k k k k k k k kS M



       θ θ A θ B ω ω R B QB B Qθ K θ , (14) 

где   3ijk a  ;   3 3ijk A  ;   3 3ijk B  ; , , 0,1i j k  ;     1ijk T T
k k k k


 K R B QB B Qθ . Примем, на-

пример, конкретные значения: 

0.1 0 0

0 0.1 0

0 0 0.1

 
   
 
 

Q ; 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
   
 
 

R ; 0,1t  ; тогда следствия 

базы правил (14) будут иметь вид  

  

2

2
1

2

1 0.25 0.5 0.5

: 0.5 1 0.25 0.5

0.5 0.5 1 0.25

k j
z z y y

ijk k i
k k z z x x k k

j i
y y x x

s s

S s s t

s s

  
  
  



      
 

          
       

θ θ ω ,  

 

1 0 0

0 1 0 ; , , 0,1

0 0 1

i j k

 
    
 
 

A ;  

2

2

2

1 0.25 0.5 0.5

0.5 1 0.25 0.5

0.5 0.5 1 0.25

k j
z z y y

ijk k i
z z x x

j i
y y x x

s s

s s t

s s

  
  
  

      
 

         
       

B ,  
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где  signx xs  ;  signy ys  ;  signz zs  ; 2 i i j j k k
x x y y z z         . Получим следующую 

базу правил для конкретных комбинаций  ijk : 

          

2

000 000 000 000 000 2

2

0.1 0 0 1 10 0 0

:  if   is  then 0 0.1 0 ; 0 1 10 0 ;

0 0 0.1 0 0 1 10

S M







  
      

      

θ B K   

 

     

   

001 001 001

001 001

:  if   is  

0.107 0.026 0 0.011 0.0026 0

         then 0.026 0.107 0 ; 0.0026 0.011 0 ;

0 0 0.107 0 0 0.011

z z

z z

S M

s s

B s s

   
         
   
   

θ

K
  

    

 

     

   

110 110 110

110 110

:  if   is  

0.114 0 0.026 0.012 0 0.0026

         then 0 0.114 0.026 ; 0 0.012 0.0026 ;

0.026 0.026 0.114 0.0026 0.0026 0.012

y y

x x

y x y x

S M

s s

s s

s s s s

    
   

    
       

θ

B K
  

 

     

   

111 111 111

111 111

:  if   is  

0.12 0.026 0.026 0.012 0.0026 0.0026

         then 0.026 0.12 0.026 ; 0.0026 0.012 0.0026 .

0.026 0.026 0.12 0.0026 0.0026 0.012

z y z y

z x z x

y x y x

S M

s s s s

s s s s

s s s s

    
   

      
       

θ

B K
  

Найдем оптимальное управление для вектора Родрига–Гамильтона:  0 0.26 0.26
Tθ ; при 

этом:                000 001 010 011 100 101 110 111 0,125               ;   1ijk

ijk

  ; 

    
0.11 0.013 0.013

0.013 0.11 0.013

0.013 0.013 0.11

ijk ijk

ijk

 
     
  

B B ;     
0.011 0.0013 0.0013

0.0013 0.011 0.0013

0.0013 0.013 0.0011

ijk ijk

ijk

 
     
  

K K ,  

откуда получим управляющий вектор угловой скорости: 

 3 1

3

0.011 0.0013 0.0013 0 0

0.0013 0.011 0.0013 0.26 3.2 10  c

0.0013 0.013 0.0011 0.26 2.5 10
k

 



     
                    
            

ω K A θ .  

Заключение 

В работе рассмотрен алгоритм функционирования оптимальной системы управления су-
щественно нелинейным динамическим объектом — летательным аппаратом, который пред-
ставлен моделью вращательного движения твердого тела. Для решения нелинейной задачи оп-
тимального управления предлагается использовать метод LQR с алгоритмом Такаги–Сугено 
(Takagi–Sugeno), который позволяет декомпозировать множество вектора состояния системы 
на подмножества и формировать базу правил для каждого подмножества. Управление форми-
руется на основе регулирования параметров LQR в каждом правиле. Алгоритм может быть ис-
пользован для проектирования систем оптимального управления детерминированными нели-
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нейными объектами. Предложено использование алгоритма функционирования оптимальной 
системы управления для управления вращательным движением летательного аппарата. Пред-
полагается использование алгоритма для управления существенно нелинейными динамически-
ми объектами [Fantoni, Lozano, 2002].  
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