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Найдены необходимые и достаточные условия существования решений нелинейной мат-
ричной краевой задачи для системы обыкновенных дифференциальных уравнений в случае
параметрического резонанса. Построена сходящаяся итерационная схема для нахождения при-
ближений к решению нелинейной матричной краевой задачи для системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений в случае параметрического резонанса. В качестве примера приме-
нения построенной итерационной схемы найдены приближения к решениями периодической
краевой задачи для уравнения типа Риккати с параметрическим возмущением. Для контроля
точности найденных приближений к решениям периодической краевой задачи для уравнения
типа Риккати использованы невязки этих приближений.
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Традиционное изучение периодических и нетеровых краевых задач в критических случаях
было связано с предположением, что дифференциальное уравнение, а также краевое условие,
известны и фиксированы [Boichuk, Samoilenko, 2004; Гребеников, Рябов, 1979]; кроме того, изу-
чение периодических задач в случае параметрического резонанса было связано с исследованием
прежде всего вопросов устойчивости [Мандельштам, Папалекси, 1934; Шмидт, 1978; Якубович,
Старжинский, 1987]. В то же время при изучении периодических краевых задач в случае па-
раметрического резонанса, связанным с многочисленными приложениями в электронике [Ман-
дельштам, Папалекси, 1934], геодезии [Люлько, 2012], теории плазмы [Силин, 1973], нелиней-
ной оптике, механике [Болотин, 1956] и станкостроении [Копелев, 1984], наряду с нахождением
решений периодических краевых задач требуется вычисление собственной функции соответ-
ствующего дифференциального уравнения. Таким образом, основным отличием данной статьи
является изучение вопросов разрешимости нетеровых краевых задач в случае параметрического
резонанса в зависимости от собственной функции краевой задачи. Используемая классификация
нетеровых краевых задач в случае параметрического резонанса в зависимости от простоты или
кратности уравнения для порождающих констант существенно отличается от аналогичной клас-
сификации периодических задач в случае параметрического резонанса [Шмидт, 1978; Якубович,
Старжинский, 1987] и соответствует общей классификации периодических и нетеровых краевых
задач [Boichuk, Samoilenko, 2004; Гребеников, Рябов, 1979].

Постановка задачи

Исследуем задачу о построении решений [Boichuk, Krivosheya, 2001]

Z(t, ε) : Z(·, ε) ∈ C1[a; b], Z(t, ·) ∈ C[0; ε0], Z(t, ε) ∈ Rα×β

матричного дифференциального уравнения

Z′(t, ε) = AZ(t, ε) + Z(t, ε)B + F(t, ε) + ε Φ(Z(t, ε), μ(ε), t, ε), (1)

подчиненных краевому условию

LZ(·, ε) = A, A ∈ Rδ×γ. (2)

Решение матричной краевой задачи (1), (2) ищем в малой окрестности решения порождающей
задачи

Z′0(t, ε) = AZ0(t, ε) + Z0(t, ε)B + F(t, ε), LZ0(·, ε) = A. (3)

Здесь A ∈ Rα×α и B ∈ Rβ×β — постоянные матрицы. Нелинейный матричный оператор

Φ(Z(t, ε), μ(ε), t, ε) : Rα×β → Rα×β

предполагаем дифференцируемым в смысле Фреше [Канторович, Акилов, 1977, c. 636] по пер-
вому аргументу в малой окрестности решения порождающей задачи и непрерывно дифферен-
цируемым по μ в малой окрестности решения порождающей задачи (2) и начального значения
μ0(ε) собственной функции μ(ε). Нелинейность Φ(z, μ(ε), t, ε) и неоднородность порождающей
задачи F(t, ε) считаем непрерывными по t на отрезке [a, b] и по малому параметру ε на отрезке
[0, ε0]. Кроме того, LZ(·, ε) — линейный ограниченный матричный функционал:

LZ(·, ε) : C1[a; b]→ Rδ×γ.
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Вообще говоря, предполагаем α � β � δ � γ. Условия разрешимости и структура решения линей-
ной дифференциальной системы (3) были приведены в монографии [Беллман, 1969]. Конструк-
тивные условия разрешимости и структура периодического решения линейной дифференциаль-
ной системы (3) при условии α = β получены в статье [Boichuk, Krivosheya, 2001] с использова-
нием обобщенного обращения матриц и операторов, описанного в статье [Boichuk, Krivosheya,
1998]. Таким образом, задача о построении решений матричного дифференциального уравне-
ния (1), подчиненного краевому условию (2), является обобщением периодической задачи для
матричного уравнения Риккати [Boichuk, Krivosheya, 2001], нетеровых краевых задач для систем
обыкновенных дифференциальных уравнений [Boichuk, Samoilenko, 2004; Boichuk, 1988; Бой-
чук, 1990], а также задачи Коши для матричного уравнения Бернулли [Деревенский, 2008, ч. 1;
Деревенский, 2008, ч. 2].

Как известно [Беллман, 1969, c. 211], общее решение

W(t,Θ) = U(t) · Θ · V(t), Θ ∈ Rα×β

задачи Коши

Z′(t) = AZ(t) + Z(t)B, Z(a) = Θ

определяют U(t) и V(t) — нормальные фундаментальные матрицы:

U′(t) = AU(t), U(a) = Iα, V ′(t) = BV(t), V(a) = Iβ.

Общее решение Z(t) ∈ C1[a, b] задачи Коши [Boichuk, Krivosheya, 2001]

Z′(t) = AZ(t) + Z(t)B + F(t), Z(a) = Θ (4)

имеет вид

Z(t,Θ) = W(t,Θ) + K
[
F(s)

]
(t), Θ ∈ Rα×β,

где

K
[
F(s)

]
(t) :=

t∫
a

U(t)U−1(s)F(s)V(t)V−1(s) ds

— оператор Грина задачи Коши для матричного уравнения (4). Подставляя общее решение
матричного дифференциального уравнения (4) в краевое условие (2), приходим к линейному
алгебраическому уравнению

LZ(·,Θ) = A−LK
[
F(s)

]
(·) (5)

относительно матрицы Θ ∈ Rα×β. Обозначим Ξ( j) ∈ Rα×β, j = 1, 2, ... α · β — естественный базис
[Воеводин, Кузнецов, 1984] пространства Rα×β и c j — константы, определяющие разложение
матрицы Θ ∈ Rα×β по векторам Ξ( j) базиса пространства Rα×β, при этом

LW(·,Θ) =
α·β∑
j=1

LU(·)Ξ( j)V(·)c j, Θ =

α·β∑
j=1

Ξ( j)c j, c j ∈ R1, j = 1, 2, ... α · β.
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Таким образом, приходим к линейному алгебраическому уравнению

α·β∑
j=1

LU(·)Ξ( j)V(·)c j = A−LK
[
F(s)

]
(·)

относительно констант c j ∈ R
1. Определим оператор [Чуйко, 2014b; Чуйко, 2014a]

M[B] : R
m×n → R

m·n как оператор, который ставит в соответствие матрице B ∈ Rm×n

вектор-столбецM[B] ∈ Rm·n, составленный из n столбцов матрицы B, а также обратный оператор

M−1
{
M[B]

}
: Rm·n → Rm×n,

который ставит в соответствие вектор-столбцуM[B] ∈ Rm·n матрицу B ∈ Rm×n. Итак, приходим
к линейному алгебраическому уравнению

Q · c =M
[
A

]
−M

{
LK

[
F(s)

]
(·)

}
(6)

относительно вектора c ∈ Rα·β, равносильному уравнению (5); здесь

Q :=
[
M

[
Q(1)

]
M

[
Q(2)

]
...M

[
Q(α·β)

] ]
, Q( j) := LU(·)Ξ( j)V(·) ∈ Rβ×δ.

Уравнение (6) разрешимо тогда и только тогда, когда [Boichuk, Samoilenko, 2004; Чуйко, 2014b;
Чуйко, 2014a]

PQ∗dM
{
A−LK

[
F(s)

]
(·)

}
= 0. (7)

Здесь PQ∗ — ортопроектор: Rδ·γ×δ·γ → N(Q∗); матрица PQ∗d составлена из d линейно независимых
строк ортопроектора PQ∗ матрицы Q ∈ Rδ·γ×α·β. При условии (7) и только при нем общее решение
уравнения (6)

c = Q+M
{
A−LK

[
F(s)

]
(·)

}
+ PQr cr, cr ∈ Rr

определяет общее решение [Чуйко, 2014b; Чуйко, 2014a] матричного уравнения (5)

Θ =M−1
{
Q+M

{
A−LK

[
F(s)

]
(·)

}}
+M−1

[
PQr cr

]
,

которое, в свою очередь, определяет общее решение матричного дифференциального уравнения
(4), подчиненного краевому условию (2)

Z(t,Θr) = W(t,Θr) +G
[
F(s);A

]
(t), Θr :=M−1

[
PQr cr

]
.

Здесь PQ — ортопроектор: Rα·β×α·β → N(Q); матрица PQr ∈ Rα·β×r составлена из r линейно
независимых столбцов ортопроектора PQ,

G
[
F(s);A

]
(t) := W

{
t,M−1

{
Q+M

[
A−LK

[
F(s)

]
(·)

]}}
+ K

[
F(s)

]
(t)

— обобщенный оператор Грина [Чуйко, 2014c] матричной краевой задачи (4), (2), Q+ — псевдо-
обратная (по Муру-Пенроузу) матрица [Boichuk, Samoilenko, 2004; Воеводин, Кузнецов, 1984].
Обозначим индексы {

j1, j2, ... jr
}
⊆

{
1, 2, ... m · n

}
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линейно независимых столбцов ортопроектора PQ, при этом

W(t,Θr) :=
r∑

k=1

U(t) · Ξ( jk)V(t) · c jk , Θr ∈ Rα×β

— общее решение матричного дифференциального уравнения (4), подчиненного краевому усло-
вию (2). При условии PQ∗ � 0 будем говорить, что для краевой задачи (3) имеет место кри-
тический случай, при этом задача (3) разрешима лишь для тех неоднородностей F(t) и A, для
которых выполнено условие (7). В свою очередь, при условии PQ∗ = 0 для краевой задачи (3)
имеет место некритический случай, при этом задача (3) разрешима для любых неоднородностей
F(t) и A. Условие разрешимости (7) является обобщением соответствующих условий [Boichuk,
Samoilenko, 2004; Boichuk, 1988; Бойчук, 1990; Лаптинский, Маковецкий, 2005] на случай
матричной краевой задачи (3) и может быть использовано в теории краевых задач [Boichuk,
Samoilenko, 2004], а также в теории управления [Коробов, Бебия, 2014].

Условия разрешимости

Предположим, что для краевой задачи (3) имеет место критический случай, при этом
условие (7) выполнено и задача (1), (2) в малой окрестности решения

Z0(t,Θ0(ε)) = W(t,Θ0(ε)) +G
[
F(s, ε);A

]
(t)

порождающей задачи (3) имеет решение

Z(t, ε) = Z0(t,Θ0(ε)) + X(t, ε), Θ0(0) := Θ∗0 ∈ R
α×β,

для которого в достаточно малой окрестности начального значения собственной функции μ0(ε)
существует непрерывная собственная функция

μ(ε) = μ0(ε) + ζ(ε), μ0(0) := μ∗0.

Таким образом, приходим к задаче о нахождении решения

X(t, ε) : X(·, ε) ∈ C1[a, b], X(t, ·) ∈ C[0, ε0], X(t, ε) ∈ Rα×β

и собственной функции ζ(ε) ∈ C[0, ε0] слабонелинейной матричной краевой задачи

X′(t, ε) = AX(t, ε) + X(t, ε)B + ε Φ(Z(t, ε), μ(ε), t, ε), LX(·, ε) = 0, (8)

разрешимой тогда и только тогда, когда

PQ∗dM
{
LK

[
Φ(Z0(s,Θ0(ε)) + X(s, ε), μ0(ε) + ζ(ε), s, ε)

]
(·)

}
= 0. (9)

В силу непрерывности по Z и по μ нелинейной функции Φ(z, μ(ε), t, ε) в малой окрестности реше-
ния порождающей задачи (3) и начального значения μ0(ε) собственной функции μ(ε) приходим
к следующему уравнению

F (Θ0(ε), μ0(ε)) := PQ∗dM
{
LK

[
Φ(Z0(s,Θ0(ε)), μ0(ε), s, ε)

]
(·)

}
= 0.

Необходимые условия существования решения матричной краевой задачи (1), (2) в случае
параметрического резонанса определяет следующая лемма, являющаяся обобщением соответ-
ствующих утверждений [Чуйко, Кулиш, 2012; Чуйко, Кулиш, 2013; Чуйко, Старкова, Кулиш,
2014].

2015, Т. 7, № 4, С. 821–833
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Лемма. Предположим, что для краевой задачи (3) имеет место критический случай, при
этом выполнено условие разрешимости:

PQ∗dM
{
A−LK

[
F(s, ε)

]
(·)

}
= 0.

Предположим также, что в малой окрестности порождающего решения

Z0(t,Θ0(ε)) = W(t,Θ0(ε)) +G
[
F(s, ε);A

]
(t)

задача (1), (2) имеет решение

Z(t, ε) = Z0(t,Θ0(ε)) + X(t, ε), Θ0(0) := Θ∗0 ∈ R
α×β,

для которого в достаточно малой окрестности начального значения собственной функции μ0(ε)
существует непрерывная собственная функция

μ(ε) = μ0(ε) + ζ(ε), μ0(0) := μ∗0.

Тогда имеет место равенство

F (Θ0(ε), μ0(ε)) := PQ∗dM
{
LK

[
Φ(Z0(s,Θ0(ε)), μ0(ε), s, ε)

]
(·)

}
= 0. (10)

По аналогии с нетеровыми слабонелинейными краевыми задачами в критическом слу-
чае [Boichuk, Samoilenko, 2004], а также периодическими краевыми задачами [Гребеников, Ря-
бов, 1979] уравнение (10) будем называть уравнением для порождающих констант матричной
краевой задачи (1), (2) в случае параметрического резонанса. Корни уравнения для порождаю-
щих порождающих констант (10), в данном случае — матрицы Θ0(ε) ∈ Rα×β, а также собствен-
ные функции μ0(ε) определяют порождающее решение Z0(t,Θ0(ε)), в малой окрестности которо-
го могут существовать искомые решения исходной матричной краевой задачи (1), (2) в случае
параметрического резонанса. Если же уравнение (10) не имеет корней

Θ0(ε) ∈ Rα×β, μ0(ε) ∈ R1, Θ0(ε), μ0(ε) ∈ C[0, ε0],

то исходная матричная краевая задача (1), (2) в случае параметрического резонанса не имеет
искомых решений. Фиксируя одно из решений Θ0(ε) ∈ Rα×β, уравнения для порождающих по-
рождающих констант (10), а также собственную функцию μ0(ε), приходим к задаче об отыскании
решения матричной краевой задачи (1), (2) в окрестности порождающего решения Z0(t,Θ0(ε));
в этой окрестности имеет место разложение [Канторович, Акилов, 1977, c. 636]

Φ

[
Z0(t,Θ0(ε)) + X(t, ε), μ0(ε) + ζ(ε), t, ε

]
= Φ

[
Z0(t,Θ0(ε)), μ0(ε), t, ε

]
+

+D
[
Z0(t,Θ0(ε)), μ0(ε), X(t, ε)

]
+ A

[
Z0(t,Θ0(ε)), μ0(ε)

]
ζ(ε) + R

[
Z(t, ε), μ(ε), t, ε

]
,

при этом в малой окрестности порождающего решения Θ0(ε) ∈ Rα×β,

A
[
Z0(t,Θ0(ε)), μ0(ε)

]
:=
∂

∂ζ
Φ

[
Z0(t,Θ0(ε)) + X(t, ε), μ0(ε) + ζ(ε), t, ε

]
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ X(t, ε) = 0
ζ(ε) = 0
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— (α × β) — матрица и R(Z(t, ε), μ(ε), t, ε) — остаток этого разложения. Дифференциал

D
[
Z0(t,Θ0(ε)), μ0(ε), X(t, ε)

]
∈ Rα×β

представляет собой линейный по X(t, ε) оператор. С учетом последнего разложения, а также
равенства (10), необходимое и достаточное условие (9) существования решения

X(t, ε) = W(t,Θr(ε)) + X(1)(t, ε)

нелинейной матричной краевой задачи (8) является уравнением

PQ∗d M

{
LK

{
D
[
Z0(s,Θ0(ε)), μ0(ε), X(s, ε)

]
+

+A
[
Z0(s,Θ0(ε)), μ0(ε)

]
ζ(ε) + R

[
Z(s, ε), μ(ε), s, ε

]}
(·)

}
= 0

относительно матрицы Θr(ε) и скалярной функции ζ(ε). Здесь W(t,Θr(ε)) — общее решение
однородной части краевой задачи (8) и

X(1)(t, ε) = ε G
[
Φ(Z0(s,Θ0(ε)) + X(s, ε), μ0(ε) + ζ(ε), s, ε); 0

]
(t)

— частное решение неоднородной матричной краевой задачи (8). Обозначим ξ j(ε) скалярные
функции, определяющие разложение матрицы

Θr(ε) =
α·β∑
j=1

Ξ( j)ξ j(ε), ξ j(ε) ∈ C[0, ε0], j = 1, 2, ... α · β

по векторам Ξ( j) ∈ Rα×β базиса пространства Rα×β, вектор

č(ε) :=

(
ξ(ε)
ζ(ε)

)
∈ R1+αβ, ξ(ε) ∈ Rαβ

и матрицу

B0(ε) :=
[
B(1)

0 B(2)
0 ... B(αβ)

0 B(1+αβ)
0

]
∈ Rd×(1+αβ),

где

B( j)
0 := PQ∗dM

{
LK

{
D
[
Z0(s,Θ0(ε)), μ0(ε), U(s) · Ξ( j) · V(s)

]}}
(·) ∈ Rd, j = 1, 2, ..., αβ

B(1+αβ)
0 := PQ∗d M

{
LK

{
A
[
Z0(s,Θ0(ε)), μ0(ε)

]}
(·)

}
.

Таким образом, необходимое и достаточное условие (9) разрешимости нелинейной матричной
краевой задачи (8) преобразуется к виду

B0(ε) · č(ε) = −PQ∗dM
{
LK

{
D
[
Z0(s,Θ0(ε)), μ0(ε), X(1)(s, ε)

]}
(·)+

+LK
[
R(Z0(s,Θ0(ε)) + X(s, ε), μ0(ε) + ζ(ε), s, ε)

]
(·)

}
. (11)
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Уравнение (11) разрешимо относительно вектора č(ε) ∈ R1+αβ тогда и только тогда, когда

PB∗0 PQ∗dM
{
LK

{
D
[
Z0(s,Θ0(ε)), μ0(ε), X(1)(s, ε)

]}
(·)+

+LK
[
R(Z0(s,Θ0(ε)) + X(s, ε), μ0(ε) + ζ(ε), s, ε)

]
(·)

}
= 0.

В частности, уравнение (11) разрешимо при условии

PB∗0(ε)PQ∗d = 0, B+0 (ε) ∈ C[0, ε0]; (12)

в этом случае уравнение (10) имеет по меньшей мере одно решение

č(ε) = −B+0 (ε) · PQ∗dM
{
LK

{
D
[
Z0(s,Θ0(ε)), μ0(ε), X(1)(s, ε)

]}
(·)+

+LK
[
R(Z0(s,Θ0(ε)) + X(s, ε), μ0(ε) + ζ(ε), s, ε)

]
(·)

}
;

здесь PB∗0 (ε) ∈ R
d×d — матрица-ортопроектор:

PB∗0(ε) : Rd×d → N(B∗0(ε)).

Таким образом, при условии (12) по меньшей мере одно решение нелинейной матричной краевой
задачи (1), (2) в случае параметрического резонанса определяет следующая операторная система

Z(t, ε) = Z0(t,Θ0(ε)) + X(t, ε), X(t, ε) = W(t,Θr(ε)) + X(1)(t, ε),

X(1)(t, ε) = ε G
[
Φ(Z0(s,Θ0(ε)) + X(s, ε), μ0(ε) + ζ(ε), s, ε); 0

]
(t),

μ(ε) = μ0(ε) + ζ(ε), Θr(ε) =M−1
[
J0 č(ε)

]
, ζ(ε) = J1 č(ε),

č(ε) = −B+0 (ε) · PQ∗dM
{
LK

{
D
[
Z0(s,Θ0(ε)), μ0(ε), X(1)(s, ε)

]}
(·)+

+LK
[
R(Z0(s,Θ0(ε)) + X(s, ε), μ0(ε) + ζ(ε), s, ε)

]
(·)

}
; (13)

здесь

J0 :=
(
Iαβ O

)
∈ Rαβ×(1+αβ), J1 :=

(
0 0 ... 0 1

)
∈ R1×(1+αβ)

— постоянные матрицы. Для нахождения приближенного решения операторной системы (13)
применим метод последовательных приближений [Канторович, Акилов, 1977]. Таким образом,
доказано следующее утверждение, которое является обобщением соответствующего утвержде-
ния для традиционных краевых задач для систем обыкновенных дифференциальных уравне-
ний в случае параметрического резонанса [Шмидт, 1978; Якубович, Старжинский, 1987; Чуйко,
Кулиш, 2013; Чуйко, Старкова, Кулиш, 2014; Чуйко, 2014d].

Теорема. Предположим, что для порождающей матричной краевой задачи (3) имеет
место критический случай, при этом выполнено условие разрешимости:

PQ∗dM
{
A−LK

[
F(s, ε)

]
(·)

}
= 0.

Предположим также, что уравнение (10) имеет корни

Θ0(ε) ∈ Rα×β, μ0(ε) ∈ R1, Θ0(ε), μ0(ε) ∈ C[0, ε0],
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тогда при условии (12) в малой окрестности решения порождающей задачи (3)

Z0(t,Θ0(ε)) = W(t,Θ0(ε)) +G
[
F(s, ε);A

]
(t)

и в достаточно малой окрестности начального значения μ0(ε) собственной функции μ(ε) по
меньшей мере одно решение матричной краевой задачи (1), (2)

Z(t, ε) = Z0(t,Θ0(ε)) + X(t, ε)

и непрерывную собственную функцию μ(ε) = μ0(ε)+ ζ(ε) определяет операторная система (13);
для нахождения этого решения применима итерационная схема

Zk+1(t, ε) = Z0(t,Θ0(ε)) + Xk+1(t, ε), Xk+1(t, ε) = W(t,Θrk+1 (ε)) + X(1)
k+1(t, ε),

X(1)
k+1(t, ε) = ε G

[
Φ(Z0(s,Θ0(ε)) + Xk(s, ε), μ0(ε) + ζk(ε), s, ε); 0

]
(t),

μk+1(ε) = μ0(ε) + ζk+1(ε), Θrk+1(ε) =M−1
[
J0 čk+1(ε)

]
, ζk+1(ε) = J1 čk+1(ε),

čk+1(ε) = −B+0 (ε) · PQ∗dM
{
LK

{
D
[
Z0(s,Θ0(ε)), μ0(ε), X(1)

k (s, ε)
]}

(·)+

+LK
[
R(Z0(s,Θ0(ε)) + Xk(s, ε), μ0(ε) + ζk(ε), s, ε)

]
(·)

}
, k = 0, 1, 2 ... . (14)

Длина отрезка [0, ε∗], на котором применим метод простых итераций, может быть оце-
нена как посредством мажорирующих уравнений Ляпунова [Boichuk, Samoilenko, 2004; Гребе-
ников, Рябов, 1979], так и непосредственно из условия сжимаемости оператора, определяемого
последней системой аналогично [Чуйко, 2005; Чуйко, 2006].

ПРИМЕР. Условия доказанной теоремы выполняются в случае 2π-периодической задачи
для уравнения типа Риккати

Z′(t, ε) = AZ(t, ε) + Z(t, ε)B + F(t) + ε Φ(Z(t, ε), μ(ε), t, ε), LZ(·, ε) = 0, (15)

где

Φ(Z(t, ε), μ(ε), t, ε) := μS 1Z(t, ε)S 2 + S 3Z(t, ε)S 4Z∗(t, ε)S 5,

S 1 :=

(
0 1
0 0

)
, S 2 :=

(
0 0
1 0

)
, S 3 :=

(
1 0
0 0

)
, S 4 := S 1, S 5 :=

(
0 0
1 0

)
,

F(t) :=

(
cos 2t 0

0 sin 2t

)
, LZ(·, ε) := Z(0, ε) − Z(2π, ε).

Общее решение полуоднородной задачи Коши для матричного дифференциального
уравнения (15)

Z′(t) = AZ(t) + Z(t)B, Z(0) = Θ

имеет вид

W(t,Θ) = U(t) · Θ · V(t), Θ ∈ R2×2,
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где U(t) и V(t) — нормальные (U(0) = I2, V(0) = I3) фундаментальные матрицы:

U(t) =

(
cos t + sin t −2 sin t

sin t cos t − sin t

)
, V(t) =

(
cos 2t − sin 2t − sin 2t

2 sin 2t cos 2t + sin 2t

)
.

Обозначим

Ξ(1) =

(
1 0
0 0

)
, Ξ(2) =

(
0 0
1 0

)
, ... , Ξ(4) =

(
0 0
0 1

)

— естественный базис пространства R2×2 и c j, j = 1, 2, ... 4 — константы, определяющие разло-
жение матрицы Θ по векторам Ξ( j) базиса пространства R2×2. Общее решение однородной мат-
ричной задачи (15) определяет матрица Q = 0 и ее ортопроекторы PQ = PQ∗ = I4. Таким образом,
для матричной краевой задачи (15) имеет место критический случай. Поскольку для 2π-перио-
дической задачи для матричного дифференциального уравнения (15) условие (7) выполнено,
постольку порождающая 2π-периодическая задача для матричного дифференциального уравне-
ния (15) разрешима для данных неоднородностей F(t) и A = 0. Общее решение порождающей
2π-периодической задачи для матричного дифференциального уравнения (15)

Z0(t,Θr) = W(t,Θr) +G
[
F(s);A

]
(t), Θr =

(
c1 c3

c2 c4

)

определяет обобщенный оператор Грина

G
[
F(s);A

]
(t) = K

[
F(s)

]
(t),

где

MK
[
F(s)

]
(t) =

1
30
×

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2(−25 cos t + 37 cos 2t − 12 cos 3t − 6 sin 2t + 9 sin 3t)
−25 cos t + 46 cos 2t − 21 cos 3t + 25 sin t − 8 sin 2t − 3 sin 3t
−25 cos t + 28 cos 2t − 3 cos 3t + 25 sin t − 44 sin 2t + 21 sin 3t

12 cos 2t − 12 cos 3t + 25 sin t − 26 sin 2t + 9 sin 3t

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Уравнение (10) для порождающих констант 2π-периодической задачи для матричного
дифференциального уравнения (15) имеет действительный корень

μ = 1, ξ =

(
37
15

23
15

14
15

2
5

)∗
,

которому соответствует матрица полного ранга

B0 = −120π

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

34 −158 38 300 0
15 −34 68 −38 0
3 −208 14 214 0
−41 −3 61 −14 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Таким образом, в случае 2π-периодической задачи для уравнения (15) выполнены условия
теоремы, следовательно 2π-периодическая задача (15) в малой окрестности порождающего
решения

Z0(t) =

(
37 cos 2t − 6 sin 2t 2(7 cos 2t − 11 sin 2t)
−4 sin 2t + 23 cos 2t 6 cos 2t − 13 sin 2t

)
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разрешима, причем μ(0) = 1. Итерационная схема (14) определяет первое приближение от
порождающего решения X(1)

1 (t, ε) :

MX(1)
1 (t, ε) =

{
X(1)

1,i (t, ε)
}4

i=1
,

для которого

X(1)
1,1(t, ε) =

ε

47 250

{
− 31 500 + 24 192 cos t − 10 080 cos 2t − 14 640 cos 3t +

+ 32 028 cos 4t + 41 776 sin t − 21 210 sin 2t + 15 360 sin 3t + 5 021 sin 4t
}
,

X(1)
1,2(t, ε) =

ε

47 250

{
− 10 500 + 32 984 cos t − 13 020 cos 2t − 15 000 cos 3t +

+ 5 536 cos 4t + 8 792 sin t − 29 190 sin 2t + 360 sin 3t + 12 127 sin 4t
}
,

X(1)
1,3(t, ε) =

2ε
47 250

{
− 10 500 + 16 492 cos t − 12 180 cos 2t + 180 cos 3t +

+ 6 008 cos 4t + 4 396 sin t − 2 310 sin 2t + 7 500 sin 3t − 5 569 sin 4t
}
,

X(1)
1,4(t, ε) =

8ε
47 250

{
2 611 cos t − 2 730 cos 2t − 915 cos 3t +

+ 1 034 cos 4t − 1 512 sin t − 1 260 sin 2t sin 2t + 960 sin 3t + 288 sin 4t
}
.

Для оценки точности найденного порождающего и первого приближения к 2π-периодическому
решению уравнения типа Риккати (13) определим невязки

Δk(ε) =
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣M

[
Z′1(t, ε) − AZ1(t, ε) − Z1(t, ε)B − F(t)−

−ε Φ(Zk(t, ε), μ0(ε), t, ε)
]∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
R4

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2[0;2π]

, k = 0, 1 .

В частности, при ε = 0, 1 имеем:

Δ0(0, 1) ≈ 0, 318 171, Δ1(0, 1) ≈ 0, 030 770.

При ε = 0, 01 невязки уменьшаются:

Δ0(0, 01) ≈ 0, 0318 171, Δ1(0, 01) ≈ 0, 00307 697.

Заметим, что матрица B0, ключевая при исследовании матричных краевых задач (1), (2)
в случае параметрического резонанса, как и в случае нетеровых краевых задач для систем обык-
новенных дифференциальных уравнений, может быть найдена непосредственно из уравнения
для порождающих констант (10). Действительно:

∂

∂č
PQ∗dM

{
LK

[
Φ(Z0(s,Θ0(ε)), μ0(ε), s, ε)

]
(·)

}
=

=
∂

∂(ξ, ζ)
PQ∗dM

{
LK

{
D
[
Z0(s,Θ0(ε)), μ0(ε),W(s,

α·β∑
j=1

Ξ( j)ξ j(ε)) + X(1)(s, ε)
]
+

+ A
[
Z0(s,Θ0(ε)), μ0(ε)

]
ζ(ε)

}
(·)

} ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ X(t, ε) = 0
ζ(ε) = 0

= B0.
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Предложенная в статье схема исследования матричных краевых задач (1), (2) в случае па-
раметрического резонанса, как и в случае нетеровых краевых задач для систем обыкновенных
дифференциальных уравнений, аналогично [Boichuk, Samoilenko, 2004; Chuiko, Chuiko, 2012]
может быть перенесена на матричные краевые задачи с запаздыванием, а также — аналогич-
но [Boichuk, Samoilenko, 2004; Boichuk, Chuiko, 1992; Чуйко, 2006; Chuiko, Boichuk, 2009] на ав-
тономные матричные краевые задачи. И, наконец, аналогично [Boichuk, Samoilenko, 2004; Чуйко,
2007] предложенная схема исследовании матричных краевых задач может быть перенесена на
матричные краевые задачи со слабонелинейным функционалом в краевом условии.
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