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Предложена модель рыночного ценообразования фирм-дуополистов, представляющая динамику 
цен в виде четырехпараметрического двумерного отображения. Показано, что неподвижная точка данно-
го отображения совпадает с точкой локального равновесия цен по Нэшу при игровом взаимодействии 
фирм. Численно выявлены бифуркации неподвижной точки, показан сценарий перехода от периодиче-
ского режима к хаотическому через удвоение периода. Для обеспечения устойчивости локального равно-
весия цен по Нэшу предложен механизм управления динамикой цен на рынке, позволяющий стабилизи-
ровать хаотические траектории цен и согласовать экономические интересы фирм в процессе формирова-
ния их ценовой политики.  
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Введение  

Многовариантность поведенческих стратегий фирм в области ценообразования продукции 
на рынках несовершенной конкуренции обусловлена особенностями конкретного рынка, видом 
взаимодействия между фирмами-конкурентами, возможностью потребителей влиять на пара-
метры рыночного равновесия, состоянием экономики в целом. Модель, описывающая процесс 
формирования цены на продукцию, кроме перечисленных особенностей должна учитывать из-
менение затрат производителя, динамику спроса, стратегию ценообразования конкурентов. 

Рассмотрение традиционных моделей процесса рыночного ценообразования показал, что 
основным принципом формирования цен является концепция конкурентного равновесия. Эф-
фективность конкурентного равновесия в условиях рынков совершенной конкуренции состоит 
в том, что оно обеспечивает оптимальное по Парето распределение ресурсов в экономической 
системе. Такая связь между теорией совершенной конкуренции и экономической эффективно-
стью исследовалась в трудах Эрроу, Дебре, Хикса, Самуэльсона. Однако существует ряд при-
чин, препятствующих эффективному распределению ресурсов, а значит, способствующих воз-
никновению несовершенных рынков. К таким причинам можно отнести: 

i) стремление производителя к снижению издержек, возникновение эффекта масштаба; 
если с ростом объемов производства производитель имеет возможность снизить из-
держки, это приводит к нарушению совершенной конкуренции, так как более рацио-
нальным становится существование в отрасли небольшого числа производителей;  

ii) существование барьеров входа в отрасль в форме правовых ограничений (вмешательст-
ва государства, приобретение патента), высоких издержек входа, расходов на рекламу, 
дифференциация продукции.  

Модели ценообразования в условиях несовершенной конкуренции разнообразны, порож-
даются различными типами стратегического взаимодействия фирм, степенью воздействия 
спроса на цену и различаются в зависимости от наличия/отсутствия следующих факторов: 
1) однородности/неоднородности производимой продукции; 2) типа ограничения на производст-
венные мощности; 3) наличия сговора конкурентов; 4) наличия фирмы-лидера по издержкам; 
5) наличия барьеров входа на рынок. Такие модели объединяют следующие принципы формиро-
вания цены: а) минимизация отклонения совокупного спроса от совокупного предложения; 
б) рациональность экономических агентов — производителей и потребителей продукции; в) су-
ществование совершенной информации о состоянии рынков; г) эффективность рынков.  

Объективные сложности исследования рыночных систем, связанные с такими их характе-
ристиками, как наличие сложных причинно-следственных связей факторов, не полная рацио-
нальность лица, принимающего решения [Канеман, 2003; Клейнер, 2003; Ключарев, 2011; Ор-
лова, 2012, 2014], приводят к тому, что эти системы характеризуются следующими свойствами: 
неопределенность и неполнота информации, стохастичность и нелинейность параметров. На-
пример, при исследовании рынков несовершенной конкуренции выдвигаются следующие 
предположения относительно характеристик рыночной системы: функция реакции производи-
теля на действия других рыночных агентов являются линейными; предельные издержки произ-
водителей часто предполагаются неизменными. Все это упрощает описание рыночных процес-
сов, не учитывает их реальной динамики, обусловленной свойствами рынка, и не выявляет эф-
фектов, наблюдаемых на практике. 

Поэтому одним из возможных инструментов моделирования динамики рыночных цен, ос-
нованных на учете таких свойств рынка, как неопределенность, неполнота информации, 
необходимой для описания динамики процессов, нелинейный и стохастический характер опи-
сываемых динамику процессов параметров, являются методы нелинейной динамики. Учет пе-
речисленных свойств осуществляется на основе моделирования равновесных процессов и изу-
чения их (равновесий) изменений в условиях реальной динамики рыночных агентов с исполь-
зованием разностных уравнений (отображений), позволяющих моделировать динамику 
сложных систем, выявлять условия, приводящие к возникновению бифуркаций. 
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В классической модели ценовой конкуренции — модели Бертрана — предполагается со-
вершенная заменимость товаров разных производителей и, как следствие, высокая степень це-
новой конкуренции. В этой модели каждый из олигополистов принимает уровень цен как дан-
ный и независимо от всех остальных участников рынка принимает решение об уровне своей 
цены. Известен парадокс Бертрана, состоящий в том, что весь спрос достается производителю, 
установившему минимальную цену, и при одинаковых предельных издержках производителей 
единственным равновесием Нэша будет реализация продукции на уровне этих издержек, обес-
печивая производителям нулевую прибыль. Парадокс Бертрана объясняется следующими це-
новыми моделями. 

1. Модель динамической ценовой конкуренции [Axelrod, 1984]. Выбор оптимальной стра-
тегии фирмы зависит от соотношения значений выигрыша по каждому из возможных вариан-
тов в динамической (повторяющейся) игре. Фирмы отказываются от ценовой войны, если веро-
ятность дальнейшего взаимодействия растет, и увеличивается значимость будущих прибылей, 
если одностороннее снижение цены приводит к незначительному росту прибыли. 

2. Модель Эджворта [Вурос, 2002; Васин, 2005; Филатов, 2012] как модель с ограничения-
ми на производственные мощности производителей. Эджворт получил следующее достаточное 
условие существования равновесия по Нэшу: если суммарная мощность всех производителей, 
за исключением фирмы с максимальной производственной мощностью, превышает объем 
спроса по цене, равной средней себестоимости, то равновесная цена по Нэшу совпадает с ценой 
конкурентного равновесия (по Вальрасу) и равна средней себестоимости.  

3. Модель с дифференцированным продуктом [Puu, 1997; Dixit, 1977; Krugman, 1980; 
Kopel, 1997; Melitz, 2008; Ahmed, 2015; Покровский, 2015, Шаповал, 2014]. Продукт характери-
зуется с помощью набора характеристик: качество, долговечность, дополнительные услуги, ме-
сторасположение продавца, время продажи и др. Каждый из перечисленных компонентов мо-
жет выступать в качестве фактора продуктовой дифференциации. Дифференциация товара оз-
начает выделение товара какого-то производителя из остальных товаров данного класса 
и представляет собой форму неценовой конкуренции. Стандартная модель Бертрана предпола-
гает совершенную заменимость товаров фирм и, как следствие, высокую степень ценовой кон-
куренции. Взаимосвязь между неценовой конкуренции и географическим размещением конку-
рирующих фирм впервые обнаружил Г. Хотелинг [Hotelling, 1929]. Он отметил, что принцип 
максимизации прибыли автоматически заставляет конкурентов располагаться близко друг 
к другу. Чем выше степень дифференциации продукции, чем более заменяемыми оказываются 
товары разных фирм, тем больше расхождение между кривыми реакциями производителей, так 
как ценовое поведение одной фирмы в меньшей степени будет влиять на ценовое поведение 
другой. Равновесие на рынке в данном случае — это монопольные цены фирм. Дифференциа-
ция продукта, как по расположению, так и по качеству, позволяет создать клиентскую базу, за-
нять определенную рыночную нишу и пользоваться рыночной властью над ней. Таким обра-
зом, дифференциация товара смягчает ценовую конкуренцию фирм, что не ведет к полному 
исчезновению их прибылей. 

Классическая модель ценовой конкуренции описывает конкуренцию экономических аген-
тов, каждый из которых выбирает свою рыночную цену, стремясь максимизировать свою при-
быль в условиях, когда цена возрастает с ростом суммарного рыночного спроса. Прибыль произ-
водителя определяется рыночной ценой, издержками производства и величиной спроса. Целью 
моделирования является прогнозирование рыночного равновесия (то есть нахождение таких цен, 
которые максимизируют прибыли производителей), одностороннее отклонение от которого не 
выгодно ни одному производителю. Таким образом, ценовая модель описывает поведение эко-
номических агентов в отсутствие управления и соответствует этапу анализа поведения управляе-
мой системы. Следующим этапом может являться предположение о том, что выбор одного из 
параметров модели является управляющим воздействием. Имея решение задачи описания пове-
дения управляемой системы в зависимости от тех или иных параметров (например, равновесия 
Нэша от коэффициентов функции затрат или коэффициентов функции спроса), можно прогнози-
ровать поведение системы в зависимости от управляющих воздействий. 
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В теоретико-игровых задачах ценовой конкуренции, как правило, при обосновании выбора 
стратегий игроков ограничиваются доказательством существования и единственности ситуации 
равновесия. Для этого считается достаточным обосновать непрерывность функции выигрыша 
(прибыли фирм) и компактность множества стратегий [Петросян, 2012; Зенкевич, 2009]. Надо 
отметить, что при решении задач игрового взаимодействия фирм на рынке не исследуются во-
просы устойчивости равновесия при изменении параметров задачи. При исследовании рынков, 
подверженных как экзогенной, так и эндогенной изменчивости, постановка задачи анализа 
и управления устойчивостью равновесных ценовых стратегий фирм представляется важной 
и должна являться неотъемлемой частью при формировании стратегии фирм. Так, колебания 
цен на производственные ресурсы фирмы, изменения поведенческих стратегий и предпочтений 
потребителей прямо влияют на изменения параметров в задаче формирования цен на произво-
димую продукцию. В данной работе ставится задача анализа устойчивости равновесных по 
Нэшу цен в модели игрового взаимодействия фирм на рынке несовершенной конкуренции 
и управления этой устойчивостью с помощью механизма подбора параметров в ценовой моде-
ли на основе применения инструментов теории отображений.  

1. Системный подход к анализу функционирования рынка 

Базируясь на методологии системного подхода к исследованию рынков можно выделить 
следующих экономических агентов — потребителей, фирм-производителей, фирм-конкурен-
тов, государство и собственно рынок с их существенными прямыми и обратными связями 
(рис. 1).  

 

Рис. 1. Схематическое представление функционирования рынка 

Исследование структуры рынка включает совокупность приемов и методов оценки мини-
мально эффективного выпуска, рыночной концентрации, глубины дифференциации продуктов, 
высоты барьеров для входа на рынок, степени вертикальной интеграции и диверсификации на 
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рынке. Анализ комплекса взаимоотношений фирм и спроса показал, что такие параметры пове-
дения фирм, как цена товара и объем выпуска, могут использоваться для воздействия фирм на 
поведение потребителей, а также для обратного влияния спроса на функционирование фирмы. 
Фирма может управлять границами спроса, применяя различные ценовые стратегии и методы 
воздействия на потребителей с помощью рекламы. Обратное воздействие спроса на фирму про-
является в качестве ограничений рыночного поведения фирмы: эластичность спроса, потреби-
тельские предпочтения, доход потребителей. 

Деятельность фирм в окружающей экономической среде зависит от множества факторов: 
типа рыночной структуры, уровня спроса, степени государственного вмешательства в регули-
рование рынков. Поведение фирм-конкурентов можно охарактеризовать как пассивное, если 
конкуренты приспосабливаются к существующим условиям, будучи не в состоянии влиять на 
рыночную ситуацию, и активное (стратегическое). Стратегическое взаимодействие фирм ста-
новится возможным, если рыночные структуры характеризуются достаточно высокой степенью 
концентрации, и включает следующие инструменты: а) согласованное (кооперативное) поведе-
ние в форме явного образования картелей или «молчаливого» сговора; б) предоставления или 
сдерживания входа на рынок фирм-конкурентов; в) слияния и поглощения.  

Рынок как механизм обмена товарами объединяет производителей и потребителей. Каж-
дый из них самостоятельно принимает решение об участии в обмене, исходя из своих предпоч-
тений и предлагаемых условий. Для получения представления о модели рынка необходимо 
описание поведения этих субъектов экономики и определение цен на рынке. Для рынка совер-
шенной конкуренции используется концепция, предложенная Вальрасом, — концепция конку-
рентного равновесия. Поскольку каждый участник рынка преследует свои цели, возможны 
конфликтные ситуации. Для нормального функционирования экономической системы эти ин-
дивидуальные действия разных участников должны быть согласованы между собой. Такой спо-
соб согласования обеспечивается через конкурентный рыночный механизм, основанный на ре-
гулирующем действии системы цен. Цена конкурентного равновесия балансирует спрос 
и предложение.  

Конкурентное равновесие представляет собой совместное распределение производства 
и потребления, при котором совокупный спрос не превосходит совокупного предложения, 
стоимость совокупного спроса в конкурентных ценах равна стоимости совокупного предложе-
ния в этих же ценах. При этом потребитель максимизирует свою полезность, а производи-
тель — свою прибыль при одних и тех же ценах. Таким образом, существование конкурентного 
равновесия означает существование такой системы цен, при которой согласуются конфликтные 
интересы участников рынка. Однако концепция конкурентного равновесия дает лишь качест-
венное определение и не дает никаких количественных критериев для оценки состояния рынка 
совершенной конкуренции. Кроме того, даже при существовании такого равновесия нет гаран-
тии того, что экономическая система перейдет в это состояние. Необходимо дополнительно 
определить условия, при которых такой переход возможен (например, условия теоремы Эрроу–
Дебре о существовании конкурентного равновесия), а также сформировать управляющее пра-
вило, при котором осуществится переход экономической системы в состояние равновесия. 

Структура рынка также накладывает ограничения на поведение участников рынка и стра-
тегии ценообразования производителей. Так, в условиях совершенной конкуренции условием 
конкурентного равновесия является равенство рыночной цены и предельных издержек произ-
водителя, на основе чего производитель формирует уровень производства своей продукции. 
Эффективность такого конкурентного равновесия проявляется в том, что оно обеспечивает оп-
тимальное по Парето распределение ресурсов в экономической системе. Возможность эффек-
тивного распределения ресурсов является следствием того, что потребители максимизируют 
степень удовлетворения своих потребностей, если предельная полезность равна цене. Произво-
дители выбирают такой уровень производства, при котором предельные издержки равны цене. 
Таким образом, предельные общественные издержки производства продукции равны предель-
ной полезности этой продукции. Для этого необходимо, чтобы все производители были совер-
шенными конкурентами и отсутствовали внешние эффекты. 
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На рынках несовершенной конкуренции набор стратегий производителей в области цено-
образования намного шире. Так, на монопольном рынке цена устанавливается на уровне сред-
них издержек производителей. В условиях изменения средних издержек в зависимости от объ-
емов производства могут использоваться ценовая дискриминация и установление двухчастных 
тарифов. Монопольный рынок невыгоден для потребителя, так как при низкой эластичности 
спроса по цене монополисту выгодно увеличивать цену.  

На олигополистическом рынке в зависимости от однородности/неоднородности продук-
ции, типа ограничения на производственные мощности, наличия сговора конкурентов, наличия 
фирмы-лидера по издержкам, наличия барьеров входа на рынок, возможны разные типы стра-
тегического взаимодействия предприятий-конкурентов и, соответственно, разные модели, опи-
сывающие такое поведение. Это модели Бертрана, модель «лидер–последователь», модель Эд-
жворта, модель картеля и др.  

Взаимосвязь производителей и потребителей состоит в прямом воздействии производите-
ля на спрос, формирование потребительских предпочтений, манипулирование ценой для рас-
ширения границ спроса. Эти задачи рассматриваются в рамках анализа целей, механизмов 
и способов ценовой дискриминации. Влияние потребителя на деятельность производителя от-
ражается в его реакции на количественные и качественные параметры производителя и анали-
зируется на основе влияния эластичности спроса (прямой, перекрестной), эластичности по до-
ходу на функцию спроса. 

2. Описание нелинейной экономической динамики 
с помощью отображений 

Изучение дискретных последовательностей и описывающие их уравнения, как правило, 
проще, чем дифференциальные уравнения. Такие объекты, как дискретные отображения, могут 
демонстрировать множество нетривиальных свойств, которыми обладают реальные системы. 
На сегодняшний день теория отображений развита довольно глубоко [Lorenz, 1989; Кузнецов, 
2006; Лоскутов, 2007; Неймарк, 2010; Кузнецов, 2012] и позволяет понять важные фундамен-
тальные законы природы (биологии, химии, физики). Однако применение теории отображений 
для изучения социально-экономических систем в настоящее время не достаточно развито. По-
этому приложения этой теории к экономике позволит получить новый взгляд на протекающие 
в ней процессы и, быть может, вскрыть новые законы эволюции динамических экономических 
процессов. 

В ряде работ по исследованию нелинейной динамики систем разной природы (физической, 
химической, биологической, экономической) было установлено, что режим динамического хао-
са является типичным явлением. Хаотические свойства проявляются в самых разнообразных 
системах, а если хаос не обнаруживается, то причиной этому может быть существование хаоса 
либо в небольших областях параметрического пространства, либо вне допустимых областей 
значений параметров. В последнее время интенсивно развивается направление в нелинейной 
динамике, связанное с изучением проблем предсказуемости поведения хаотических систем, 
управления их динамикой и стабилизацией хаоса. Речь идет о возможностях посредством не-
больших воздействий существенно влиять на динамику хаотических систем, стабилизировать 
их поведение, переводя их траектории из хаотического режима на требуемый периодический 
режим функционирования. 

В общем случае проблема управления динамическими системами и стабилизации хаотиче-
ского поведения является частью теории управляемых процессов [Неймарк, 2010]. Под стаби-
лизацией неустойчивого или хаотического поведения обычно подразумевается искусственное 
создание в системе устойчивых (в основном периодических) колебаний посредством внешних 
мультипликативных или аддитивных воздействий. Для стабилизации необходимо найти такие 
возмущения, которые вывели бы систему из хаотического режима на регулярный. Стабилиза-
ция хаотического поведения может быть осуществлена двумя качественно различными спосо-
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бами: без введения обратной связи и с обратной связью [Лоскутов, 2007, 2010]. Оба способа 
управления осуществляются с помощью параметрического или силового воздействия. Первый 
способ обеспечивает выведение системы из хаотического режима на регулярный посредством 
внешних возмущений, реализованных без обратной связи, то есть без учета текущего состояния 
динамических переменных системы. Этот способ часто называют подавлением хаоса, стабили-
зацией. Второй способ реализуется посредством корректирующего воздействия в соответствии 
с требуемым значением динамических переменных и использованием обратной связи как необ-
ходимого компонента динамической системы. Часто этот подход называют контролированием 
хаоса. Очевидно, что использование обратной связи является определенным преимуществом, 
так как приводит к целевому результату, при котором исследуемая система выводится на же-
лаемый режим функционирования. Ограниченностью метода стабилизации хаоса на основе об-
ратной связи является возможность воздействия только в ситуации, при которой изображающая 
точка находится вблизи выбранного цикла. В ином случае необходимо находить другие спосо-
бы воздействия. Одновременно с этим методы управления хаосом без обратной связи не тре-
буют постоянного компьютерного мониторинга состояния системы, менее подвержены воздей-
ствиям шумов, следовательно, упрощается их использование в разных приложениях. 

Исследования в области управления хаосом применительно к экономическим системам 
проводились, например, в [Holyst, Urbanowicz, 2000; Kopel, 1997; Ahmed, Hassan, 2000; Ahmed, 
2015; Feichtinger, 1992; Agliari, 2003; Puu, 1997; Stachurski, 2009; Лоскутов, 2010]. Управлять 
хаосом предлагалось на основе уменьшения стоимость выпускаемой продукции [Ahmed, 
Hassan, 2000] либо путем добавления новых аддитивных слагаемых, отвечающих дополнитель-
ным инвестициям (Holyst, Urbanowicz, 2000; Kopel, 1997), или управление подбиралось 
в зависимости от произошедших изменений между прошлыми и текущими значениями перемен-
ных, т. е. при эффективном использовании обратной связи [Kopel, 1997; Ahmed, Hassan, 2000]. 

3. Математическая модель рыночного ценообразования 

Предлагается модель, описывающая динамику цен на олигополистическом рынке, на ко-
тором I  фирм-производителей ( I  не велико) предлагают дифференцированный продукт, кото-
рый у разных фирм может иметь разные свойства, или потребитель отдает предпочтение опре-
деленному производителю. Каждый i -й производитель характеризуется функцией издержек 

 iС q  с неубывающими предельными издержками для  0; iq V , где iV  — его производствен-

ная мощность.  
Цена, по которой i -й производитель реализует свой продукт, обозначим через ip . Спрос 

на продукт характеризуется набором функций конкурентного спроса  iq p . Тогда функция 

выигрыша i -го производителя определяет его прибыль     ( )i i i ip p c q p   , где 0ic   — 

удельные затраты, являются постоянными для любого объема выпуска. Будем считать, что ка-
ждый производитель стремится максимизировать свою прибыль и на основе этого критерия 
изменяет свою цену. Цены определяют набор стратегий  ,ip p i I  . 

Относительно функций спроса  iq p  будем предполагать, что они удовлетворяют сле-

дующим условиям: 
1) положительны и ограничены сверху:  0 constiq p A   ; 

2) функции  iq p  и их первые производные непрерывны по своим переменным, а вторые 

производные положительны и непрерывны; 

3) спрос на продукцию i -го производителя убывает с ростом цены: 0i

i

q

p





 для любых 

1,i I ; 
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4) спрос стремится к нулю при стремлении цены к бесконечности:   0iq p  , если 

p  ; 

5) ограничение на характер убывания функции спроса 
/
i

i
i i

q
M

q p


 
, то есть производная 

/i iq p   стремится к нулю не быстрее, чем функция  iq p . 

Взаимодействие в модели соответствует игре в нормальной форме 

     , 0, , , 0,С i i iI p q p q V      . Вектор цен  * * ,ip p i I   является локальным равновеси-

ем Нэша (локально устойчивым по Нэшу) в игре С , если удовлетворяет следующим условиям 

локальных условных максимумов функции прибыли: 0i

ip





 и 

 

2

2
0i

ip

 



. Стратегией i -го 

производителя является изменение цены ip  пропорционально изменению своей прибыли с не-

которым постоянным коэффициентом 0ik   с целью максимизации своей эффективности, то 
есть в достижение локального устойчивого равновесия по Нэшу. Далее рассматривается дуопо-
лия, а ценовая динамика фирм будет представлена в виде двумерного отображения — модели, 
в которой цены связаны рекуррентными соотношениями. 

Процесс моделирования динамики рыночных цен и управления принятием согласованных 
решений в области формирования цен в условиях стратегического взаимодействия фирм пред-
ставлен в виде последовательности этапов. 

1. Оценка функции спроса на продукцию. Функция спроса определяется как решение зада-
чи потребителя, максимизирующего свою полезность при бюджетном ограничении. 

2. Формирование модели конкурентного взаимодействия производителей на основе введе-
ния адаптационного механизма.  

3. Определение цен, локально равновесных по Нэшу в условиях стратегического взаимо-
действии фирм.  

4. Анализ устойчивости локально равновесных по Нэшу цен. Вычисление матрицы Якоби, 
вычисление старшего ляпуновского показателя, построение бифуркационных диаграмм в про-
странствах параметров модели, построение аттракторов системы. 

5. Реализация адаптационного механизма, основанного на изменении цен, пропорциональ-
ного скорости изменения прибылей фирм. 

Оценка функции спроса 

Функцию спроса потребителя, то есть зависимость цены от объемов потребляемой про-
дукции, можно получить на основании эмпирической информации об объемах продаж и сред-
них цен эконометрически, восстановив кривую  Q f p . В этом случае возникают проблемы 

сбора достоверной информации, характеризующей рынок. Другим вариантом восстановления 
функции спроса является решение задачи потребителя, который максимизирует свою полез-
ность при ограничении на доходы (бюджетное ограничение). В рамках настоящего исследова-
ния в качестве функции полезности используется функция полезности с постоянной эластично-
стью замены благ (CES-функция), которая довольно часто применяется в эмпирических иссле-
дованиях [Puu, 2003].  

Придерживаясь модели Бертрана с дифференцированным продуктом, положим 1 2,q q  — 
объемы производства двух различных производителей. Полезность потребителя в виде CES-
функции имеет вид 

  1 2 1 2, , 0 1U q q q q      . (1) 
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Потребитель максимизирует функцию полезности (1) при бюджетном ограничении: 

 1 1 2 2 1p q p q  . (2) 

Лемма 1. Спрос на продукцию первого и второго производителей определяются формула-
ми 

 
 

2
1

1 1 2

,    где 
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p
q

p p p



 




 


, (3) 
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2 1 2
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p p p



 




 


 (4)  

Доказательство. Задача (1)–(2) является задачей на условный экстремум, которая сводит-
ся к нахождению безусловного экстремума функции Лагранжа: 

    1 2 1 2 1 1 2 2, , 1L q q q q p q p q       . (5)  

Необходимые условия первого порядка — равенства нулю частных производных — имеют 
вид 

 

1
1 1

1

1
2 2

2

1 1 2 2

0,

0,

1 .

L
q p

q

L
q p

q

L
p q p q





 

 







   
 

  


  


  (6)  

Решая первые два уравнения системы (6) относительно 1q  и 2q , получим 
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Из третьего уравнения системы (6) выразим 2q : 1 1
2

2

1 p q
q

p


  и, подставив его в (6), полу-

чим выражение для 
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1
1 1 1

1
2 2

1p p q
q

p p

   
  
 

, из которого величина спроса на продукцию первого 

производителя 1q  может быть определена как 
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Аналогично спрос на продукцию второго производителя 2q  определяется в виде 

 
1

2

2 1 2

,    где .
1

p
q

p p p



 




 


 

Модель конкурентного взаимодействия производителей. Оценка равновесных цен 

Параметр   в функции полезности (1) представляет собой степень заменяемости между 

двумя продуктами. В случае 1   функция полезности отражает предпочтения потребителей, 

которые считают продукты полностью взаимозаменяемыми, то есть неразличимыми. Умень-
шение значения параметра   до нуля соответствует снижению степени заменяемости продук-

тов, а в пределе при     продукты становятся взаимодополняемыми. При использовании 

CES-функции параметр   связан с эластичностью замещения продуктов. Необходимо также 

отметить, что чем выше дифференциация продукта, то есть чем менее заменяемыми являются 
продукты разных производителей по представлению потребителей, тем в меньшей степени це-
новое поведение одного производителя будет влиять на ценовую стратегию другого произво-
дителя.  

Предположим, что в рассматриваемой задаче продукты не являются близкими замените-

лями, проанализируем конкурентное поведение производителей в динамике для 
1

1
2

    . 

В этом случае выражения для кривых спроса 1q  и 2q  примут вид 

2 1
1 2

1 1 2 2 1 2

1 1
,    

p p
q q

p p p p p p
 

 
. Также положим, что обе фирмы имеют постоянные средние 

издержки 
i

c , а функция совокупных издержек определяется как   , 1,2i i i iС q c q i  . Тогда 

функция прибыли каждой фирмы будет равна  

   1
, , 1,2, .

i

j
i i i i i i i

i i j

p
p p q c q p c i j i j

p p p
      


 

Будем считать, что каждая фирма использует в динамике следующий механизм адаптации 

(изменения) своей цены пропорционально изменению предельной прибыли i

ip




 [Неймарк, 

1999; Островский, 2000; Puu, 2003; Ferguson, 2005; Ahmed, 2014]. В каждый период времени 

 1t   фирма принимает решение по увеличению (уменьшению) своей цены, если в предыду-

щий момент времени t  предельная прибыль является положительной (отрицательной) в соот-
ветствии со следующим механизмом: 

    1 i
i i i

i

p t p t k
p


  


, (9)  

где ik  — постоянный коэффициент, отражающий скорость адаптационного процесса; ik  есть 

суть управления, целью которого является приведение рынка к равновесному состоянию, ло-
кально оптимального по Нэшу. 

Предельная прибыль каждого производителя в периоде t  имеет вид  

 
 

 

2 2
1

22

2
,

i j i j i ji

i i i j

p p c p p c p

p p p p

 


 
, 1,2,i j i j  .  (10)  
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Подставив (10) в (9), получаем отображение 

   

   
          

      

   
          

      

2 2
1 2 1 1 2 1 2

1 1 1 22
1 1 2

2 2
1 2 2 1 2 2 1

2 2 2 22
2 1 2

2
1 ,

2
1 .

p t p t c p t p t c p t
p t p t k

p t p t p t

p t p t c p t p t c p t
p t p t k

p t p t p t

   
   
 


  
  



   (11) 

Система (11) является игрой, в которой цены в период  1t   определяются через цены пе-

риода t  с учетом механизма адаптации. Неподвижная точка игры (11) определяется исходя из 
решения системы уравнений 

 
2 2
1 2 1 1 2 1 2

2 2
1 2 2 1 2 2 1

2 0,

2 0.

p p c p p c p

p p c p p c p

   


  
 (12) 

Система уравнений (12) определяет кривые реакции фирм, решение которой выявляет оп-
тимальные цены каждой фирмы. Совокупность этих цен составляет локальное равновесие по 
Нэшу * *

1 2p p p  , так как предельные прибыли обоих производителей в этой точке обращают-
ся в нуль.  

Разделив первое уравнение в (12) на 2 0p  , а второе на 1 0p  , получим 

2
1 1 1 1 2

2
2 2 2 2 1

2 0,

2 0.

p c p c p

p c p c p

   


  
 

Из первого уравнения получившейся системы найдем 1p , а из второго — 2p . Для 1p : 

2
1 1 24 4 ,D c c p   тогда    

2
1 1 1 2 2

1 1 1 21 1,2 1 1

2 4 4
,

2

c c c p
p p c c c p

 
    , второй корень не рас-

сматривается, так как цена не может быть установлена ниже средних издержек. 

Аналогично для 2p :  
2

2 2 2 12 1p c c c p   . 

Равновесие по Нэшу, характеризующееся парой цен *
1p  и *

2p , является решением следую-
щей системы уравнений: 

 
* 2 *
1 1 1 1 2

* 2 *
2 2 2 2 1

,

.

p c с с p

p с c c p

   


  
 (13)  

Анализ устойчивости равновесных по Нэшу цен 

Итак, модель конкурентного взаимодействии фирм может описываться двумерной систе-
мой разностных уравнений (11), где    1 2,p t p t  представляют цены фирм, взятые через дис-

кретные интервалы времени t ; вторые слагаемые в обоих уравнениях показывают, как осуще-
ствляется изменение цен в период t  и как это изменение повлияет на цену в следующем  1t   

периоде. Строго говоря, параметры 1k  и 2k  характеризуют прирост цен за счет изменения це-
новой политики. 

Далее проведем анализ эволюции динамики системы (11) в зависимости от значений пара-
метров 1k , 2k 1с , 2с  — наличие областей стабильности, бифуркаций, хаоса. Это можно сделать 
на основе таких известных аналитических и графических критериев динамического хаоса 
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[Шустер, 1988; Кузнецов, 2006; Лоскутов, 2007], как характеристический показатель Ляпупова, би-
фуркационные диаграммы, построение аттракторов системы при вариации ее параметров. Затем, 
для того, чтобы управлять поведением системы на основе выявленных закономерностей, необхо-
димо подобрать такой способ изменения ее параметров, чтобы можно было вывести функциониро-
вание системы на необходимый режим. На уровне каждой фирмы это означает управление ее из-
держками iс  и слежением за изменением прибыли за отчетный период и выбор соответствующей 

реакции ik . Практически это означает такое варьирование параметров управления, которое приво-
дит обе фирмы к сбалансированности интересов, то есть к равновесию по Нэшу. 

С экономической точки зрения это означает, что фирмы выбирают такой режим функцио-
нирования, который приведет к изменению ситуации на рынке, в результате чего уровни цен 
начнут эволюционировать предсказуемо, периодически. Если такое управление допустимо, то 
осуществляется такой переход к равновесному состоянию рынка, при котором каждая из фирм 
будет в среднем более эффективна.  

Отметим, что неподвижная точка  10 20,p p  системы двумерного отображения (11) опреде-

ляется исходя из решения системы 
 
 

10 10 20

20 10 20

, ,

, ,

p f p p

p g p p

 



 которое, очевидно, будет совпадать 

с решением системы (12). Поэтому неподвижная точка системы (11) совпадает с равновесием 
по Нэшу, определенным для конкурентного взаимодействия фирм. Характер устойчивости не-
подвижной точки, как известно, определяется ее мультипликаторами. В свою очередь, мульти-
пликаторы являются собственными числами матрицы возмущений (матрицы Якоби) и их число 
равно размерности отображения. Для двумерных отображений известен удобный в методиче-
ском плане подход, в рамках которого бифуркационный анализ, а также анализ устойчивости 
производится на плоскости параметров — инвариантов матрицы Якоби [Кузнецов, 2012]. Для 
двумерного отображения это след и якобиан матрицы Якоби.  

Матрица Якоби динамической системы (11) в неподвижной точке имеет вид 

 
 

1 2

1 2
10 20,

ˆ .
p p

p p p p

f f
M

g g

  
     

 (14) 

Собственные числа этой матрицы представляют собой мультипликаторы отображения (13) 

1 и 2 , для которых справедливо соотношение 2 0S J    , где S  и J  — два инварианта 

матрицы Якоби, ее след и якобиан, при этом 1 2S    , 1 2J    . В соответствии с треуголь-
ником устойчивости [Кузнецов, 2012] условия устойчивости неподвижной точки имеют вид 

 

1 0,

1 0,

1.

S J

S J

J

  
   
 

  (15) 

Исследуем матрицу Якоби системы (13) и выявим характер устойчивости ее неподвижной 

точки. Матрица Якоби в произвольной точке  1 2,p p  примет вид 
 

1 2

1 2
1 2,

ˆ ,
p p

p p p p

f f
M
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 где 
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1 2 32 2
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2 2
2 2 1 2 1 2 2 1 2 12 2 1 1 2

2 2 32 2
2 1 2 2 1 2

2 2 22 2
1p

k p p c p p c p p pk c p p p
g

p p p p p p

  
   

 
.   (16) 

Очевидно, аналитическое представление этой матрицы в неподвижной точке  10 20,p p  

и установление областей ее устойчивости является довольно сложным, поэтому в дальнейшем 
будем исследовать устойчивость динамической системы численно.  

4. Численные эксперименты 

Определение равновесных по Нэшу цен *
1p  и *

2p , выявление условий достижения и сохра-

нения этого равновесия при заданных издержках.  
Зафиксируем значения себестоимостей 1 2,с с  на уровне 0.1 и 0.15 соответственно и опре-

делим равновесные по Нэшу цены (13): *
1p = 0.33; *

2p = 0.42. Матрица Якоби (14) в этой точке 

будет иметь вид 
 * *

1 2

1 1

2 2 , ,

1 3.1 0.69ˆ
0.5 1 1.77

p p

k k
M

k k

 
   

, для которой характеристический полином 

2 0S J     имеет след и якобиан: 2 12 1.77 3.1S k k   , 

  1 2 1 2 1 2 1 21 3.1 1 1.77 0.345 1 3.1 1.77 5.142J k k k k k k k k        . 

Условия устойчивости найденного равновесия сформулированы системой (15). Решив эту 
систему относительно 1k  и 2k , получим диапазон изменения скоростей адаптации 1k  и 2k  для 

равновесия по Нэшу (0.33; 0.42): 
1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

5.142 1 0,

5.142 6.2 3.54 4 0,

1 3.1 1.77 5.142 1.

k k

k k k k

k k k k

 
    
    

 

Решение данной системы неравенств, определяющих треугольник устойчивости для не-
подвижной точки двумерного отображения цен (11), показано на рис. 2. 

 

Рис. 2. Область допустимых значений адаптационных параметров 
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Таким образом, выявлена область допустимых значений адаптационных ценовых парамет-
ров 1k  и 2k  (на рис. 2 выделена зеленым цветом). Обеспечить устойчивость ценовому равнове-
сию по Нэшу (0.33; 0.42) в условиях заданных значений себестоимостей фирм на уровне 0.1 
и 0.15 позволит использование фирмами такой стратегии адаптации, которая основана на мно-
жестве сочетаний адаптационных параметров, находящихся в зоне допустимых значений. Как 
только их значения отклоняются от допустимых, происходит потеря устойчивости равновесия 
и переход к другому неустойчивому режиму — хаотическому. То есть какая бы ни была перво-
начальная цена у конкурента или самой фирмы, они достигнут равновесия по Нэшу, если будут 
использовать ценовую стратегию в соответствии с найденными значения адаптационных цено-
вых характеристик. Эти характеристики не способны изменить ценового равновесия по Нэшу, 
поэтому для увеличения своей эффективности фирмы должны использовать предлагаемое 
адаптивное управление.  

 
Определение параметров системы, способствующих переходу от периодического поведе-

ния к хаотическому.  
Как было показано выше, исследование устойчивости решения системы (11) аналитически 

не представляется возможным из-за сложности выражений, входящих в систему. В зависимо-
сти от параметров 1 2 1 2, , ,k k с с  решение данной системы может быть регулярным или хаотиче-
ским. Для комплексного численного изучения поведения решения системы и динамических 

режимов, в которых может находиться система, положим 
1

,
2

   1 0.9,k   2 1,k   1 0.1,c   

2 0.15c  . Примем также следующие начальные условия: 10 200.3, 0.31p p  . Исходные вре-
менные ряды рыночных цен, порождаемые системой (11), имеют вид, рис. 3. 
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Рис. 3. Хаотическая динамика рынка при следующих значениях параметров: 1 2 1 20.9, 1, 0.1, 0.15k k с с     

Наличие разных режимов эволюции рыночных цен иллюстрирует бифуркационная диа-
грамма (дерево Фейгенбаума) от параметра 1k  (рис. 4).  

Наблюдается следующая последовательность режимов. Сначала имеется неподвижная 
точка при значениях 1 0.61k  , т. е. Нэш-равновесие ценовой модели является устойчивым. За-

тем возникает синхронный режим периода два при  1 0.61,0.8k  . При дальнейшем росте 

управляющего параметра 2-цикл испытывает удвоение периода и далее возникает сложный, 
неповторяющийся процесс — динамический хаос. Белые просветы на диаграмме характеризу-
ют окна периодичности. Аналогичный сценарий эволюции цен происходит при изменении дру-
гого управляющего параметра — издержек iс . Бифуркационная диаграмма цены первой фир-

мы 1p  относительно ее себестоимости 1c  представлена на рис. 5.  
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Рис. 4. Бифуркационная диаграмма ценовой модели в зависимости от изменений параметра 1k  2( 1,k   

1 0.1,c   2 0.15)c   

 

Рис. 5. Бифуркационная диаграмма ценовой модели в зависимости от изменений параметра 1с  1( 1.2,k   

2 0.1,k   2 0.15)c   
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Если предполагается снижать удельные затраты 1c , в этом случае возможна потеря устой-

чивости и возникновение бифуркации удвоения периода на уровне затрат 1 0.149c  . Далее 
происходит бифуркация удвоения периода, и фирма для достижения одного и того же значения 
своей эффективности при заданном уровне затрат в диапазоне  1 0.13,0.49c   может устанав-

ливать две разные цены. Например, при удельных затратах на определенную продукцию 

1 0.14c   возможно установить для этой продукции два уровня цены: 0.35 и 0.65 без потери эф-
фективности. 

Рис. 6 демонстрирует хаотический аттрактор динамической системы (11) при значения це-
новых адаптационных параметров: 1 21, 1.15k k  . Хаотическое поведение динамической сис-
темы цен определяется свойством нелинейности этой системы и проявляется в экспоненциаль-
но быстром расхождении первоначально близких траекторий в ограниченной области фазового 
пространства. Хаотический характер динамики системы цен обусловлен неустойчивостью фа-
зовых траекторий, ростом малого начального возмущения во времени, перемешиванием эле-
ментов фазового объема и, как следствие, приводит к непредсказуемости поведения системы на 
длительных временных интервалах.  
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Рис. 6. Хаотический аттрактор системы (11) при 1 2 1 21.01, 1, 0.1, 0.15k k с с     

Рис. 6 демонстрирует хаотический аттрактор динамической системы (11) при значения це-
новых адаптационных параметров: 1 21, 1.15k k  . Хаотическое поведение динамической сис-
темы цен определяется свойством нелинейности этой системы и проявляется в экспоненциаль-
но быстром расхождении первоначально близких траекторий в ограниченной области фазового 
пространства. Хаотический характер динамики системы цен обусловлен неустойчивостью фа-
зовых траекторий, ростом малого начального возмущения во времени, перемешиванием эле-
ментов фазового объема и, как следствие, приводит к непредсказуемости поведения системы на 
длительных временных интервалах.  
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Для исследования поведения моделируемой системы цен необходимо установить области, 
где она проявляет регулярные и хаотические свойства. Для этого можно использовать извест-
ные критерии динамического хаоса: показатели Ляпунова, автокорреляционную функцию 
и спектральную плотность, энтропию Колмогорова. Поскольку хаотичность является следстви-
ем неустойчивости фазовых траекторий, так, что близкие траектории с течением времени рас-
ходятся, представляется вполне естественным в качестве одного из таких критериев выбрать 
именно меру разбегания фазовых траекторий системы. 

Анализ устойчивости траекторий ценовой модели по Ляпунову 

Из теории нелинейной динамики и динамического хаоса известно, что критерием хаоса 
является присутствие положительного старшего характеристического ляпуновского показателя. 
Ляпуновский показатель является важной характеристикой системы, позволяет определить тип 
ее динамики (периодический, непериодический). 

Для одномерных отображений вида  1n nx f x   ляпуновский показатель можно рассчи-

тать как предел среднего логарифма производной функции  nf x :  
1

1
lim ln .

n

i
n

i

f x
n



    Для 

многомерных отображений ляпуновские показатели можно ввести через матрицу эволюции 
малых возмущений (матрицу Якоби) и ее собственные числа [Farmer, 1983; Мун, 1990].  

Для N-мерного отображения вида  1n nx f x  , где x  — вектор в N-мерном фазовом про-

странстве, n  — дискретное время. Имеем две близкие траектории, порождаемые N-мерным 
отображением при немного различающихся условиях nx  и n n ny x x   . Подставив выражение 
для y  в исходное отображение и разложив правую часть в ряд Тейлора по x , получим 

   1 1 ...,n n n n nx x f x a x x      где a  — есть матрица частных производных от компонент век-

торной функции  f x  по компонентам вектора x : 
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В общем случае можно найти собственные числа матрицы a  и расположить их в порядке 

     1 2 ... Nj n j n j n   , где  kj n  — абсолютные величины собственных значений. Тогда 

показатели Ляпунова можно определить с помощью предельного перехода:  

  
1

1
lim ln .

n

i i
n

i

j n
n






     (17)  

Для непериодических режимов ляпуновский показатель, как правило, находится численно. 
Расчет по формуле (17) осуществляется путем замены при достаточно большом числе итера-
ций n  предела при n   вычислением суммы. Полученный таким образом график зависимо-
сти ляпуновского показателя для отображения (13) от параметра 1k  приведен на рис. 7.  

На графиках рис. 6 отчетливо видно, что до тех пор, пока в системе реализуются периоди-
ческие режимы, ляпуновский показатель отрицателен. По графику ляпуновского показателя 
также можно зафиксировать точки бифуркаций удвоения: в этих точках показатель обращается 
в ноль. Появлению же непериодического режима соответствует положительный ляпуновский 
показатель. Возникает интересная ситуация. С одной стороны, ляпуновский показатель поло-
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жителен и режим неустойчив: две изначально близкие траектории с течением времени экспо-
ненциально расходятся. С другой стороны, значения переменной остаются конечными. Возни-
кающий режим можно идентифицировать как динамический хаос. При этом необходимо отли-
чать непериодические и хаотические режимы. Любой хаотический режим всегда является не-
периодическим, однако не всякий непериодический режим является хаотическим.  

 

Рис. 7. Графики старшего ляпуновского характеристического показателя ценовой модели, построенные 
при значениях 2 1.2k   (слева) и 2 0k   (справа) 

Наличие в исследуемой системе положительного ляпуновского показателя и реализация 
режима динамического хаоса приводят к тому, что динамическая система цен является полно-
стью детерминированной, для которой можно на основе задания точного текущего значения 
динамической переменной абсолютно точно определить значение этой переменной в любой 
последующий момент времени. Однако абсолютно точное задание значений переменной ни 
в условиях реального функционирования системы, ни в численном эксперименте принципи-
ально невозможно из-за ограниченности разрядности используемой переменной. Поэтому зна-
чение переменной можно определить лишь с некоторой погрешностью. Если ляпуновский по-
казатель отрицателен, то при моделировании динамики системы эта погрешность будет убы-
вать, то есть значения переменных через некоторый интервал времени оцениваются примерно с 
той же погрешностью, с которой были заданы начальные условия, и получаемая в ходе экспе-
римента информация вполне адекватно опишет динамику системы. В противном случае, если 
ляпуновский показатель положителен, погрешность задания начальных условий будет сильно 
нарастать и через некоторый интервал времени даже при очень небольшой начальной погреш-
ности величина исследуемой переменной может стать сравнимой с размером области, в кото-
рой варьируются все значения переменной. Это приводит к ситуации, в которой полученные 
в ходе такого эксперимента значения переменных уже не несут значимой информации о дина-
мике траектории системы, исходящей из конкретной начальной точки, т. е. поведение системы 
является непредсказуемым. В этом состоит суть проявления режима динамического, или де-
терминированного, хаоса. 

Области хаотичности в пространстве параметров 1k  и 2k  при фиксированных 1 2,с с  
представлены на рис. 8. 

Анализ карты старшего ляпуновского показателя показывает следующее. На карте хорошо 
видна граница между областями хаотических и нехаотических (регулярных) режимов: хаосу 
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соответствует положительный ляпуновский показатель, регулярным режимам — нулевой и от-
рицательный. При выбранной палитре темному цвету соответствуют очень большие отрица-
тельные значения ляпуновских показателей. Мультипликатор отображения при этом также 
близок к нулю, поэтому на этих линиях реализуются режимы максимальной устойчивости. 

k1

k2
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Рис. 8. Карта распределения старшего ляпуновского показателя на плоскости параметров 1k  и 2k  цено-

вой модели 1 2( 0.1, 0.15)с с   

На основе карты ляпуновских показателей выявлены режимы максимальной устойчивости. 
Для первой фирмы это отражается в том, что с ростом скорости реакции изменений ценовой 
политики, начиная со значения 2k = 0.6 второй фирмы, первая должна реагировать пропорцио-
нально. Самые устойчивые ценовые стратегии наблюдаются при взвешенной ценовой политике 
обеих фирм. В условиях, когда вторая фирма начинает агрессивную ценовую войну и ее значе-
ние 2k > 0.8, первая фирмы, поступая аналогичным образом, рискует погрузить весь рынок 
в хаос. Поэтому мониторинг карты старшего ляпуновского показателя является залогом устой-
чивого развития рынка.  

Заключение  

Итак, описание стратегического ценообразования фирм с применением теоретико-
игрового подхода и методов нелинейной динамики позволяет получить новый взгляд на дина-
мику процесса конкурентного взаимодействия фирм на рынке. В работе показано, что динами-
ческая система рыночного ценообразования может обладать сложными и многообразными ти-
пами движений, в результате структура ее фазового пространства и зависимость этой структу-
ры от параметров являются очень сложными. По структуре разбиения фазового пространства 
на траектории выделены два основных типа динамического поведения системы: устойчивость–
неустойчивость и синхронность–хаотичность.  

Исследование нелинейной динамической модели рынка осуществлено с использованием 
теории нелинейной динамики, теории бифуркаций. Это дало возможность проведения качест-
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венного анализа свойств системы с помощью особых точек фазового пространства (неподвиж-
ных точек), анализа траекторий вблизи этих неподвижных точек.  

Динамика рыночных цен смоделирована с помощью двумерного отображения, при этом 
согласование ценовых решений фирм осуществляется на основе мониторинга устойчивости 
равновесия по Нэшу. Как было показано в работе, оно в разработанной модели совпадает с не-
подвижной точкой отображения цен. Поэтому анализ устойчивости равновесия по Нэшу осу-
ществлен на основе анализа устойчивости неподвижной точки отображения. Численное моде-
лирование показало существование бифуркаций неподвижной точки, продемонстрировало сце-
нарий перехода от периодического режима к хаотическому через удвоение периода. Для 
прояснения взаимосвязи между устойчивостью неподвижной точки и параметрами модели по-
строена карта ляпуновского показателя. Положительные значения ляпуновского показателя 
означают чувствительную зависимость хаотической динамики рыночных цен от начальных ус-
ловий и характерны для тех же наборов параметров, при которых рынок переходит к циклам 
и хаотическому режиму функционирования. Хаос в модели рыночного ценообразования озна-
чает, что если одна из фирм изменит свою цену даже незначительно, в долгосрочной перспек-
тиве возможны непредсказуемые изменения цен других производителей и всего рынка. Поэто-
му все фирмы должны иметь инструменты для управления хаосом.  

Для того чтобы избежать нежелательной хаотической динамики рыночных цен, пред-
ложен адаптационный механизм управления ценами, основанный на пропорциональном изме-
нении цены относительно изменения предельной прибыли фирм. Применение такого механиз-
ма позволит обеспечить устойчивость равновесия по Нэшу, а следовательно, сбалансировав 
экономические интересы фирм и согласовав ценовые решения, можно сохранить режим макси-
мальной эффективности их функционирования.  
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