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Проведен сравнительный анализ двух численных методик моделирования нестационарных режимов тер-

могравитационной конвекции и теплового поверхностного излучения в замкнутой дифференциально обогре-
ваемой кубической полости. Рассматриваемая область решения имела две изотермические противоположные 
вертикальные грани, остальные стенки являлись адиабатическими. Поверхности стенок считались диффузно-
серыми, т. е. их направленные спектральные степень черноты и поглощательная способность не зависят ни от 
угла, ни от длины волны, но могут зависеть от температуры поверхности. Относительно отраженного излуче-
ния использовались два предположения: 1) отраженное излучение является диффузным, т. е. интенсивность 
отраженного излучения в любой точке границы поверхности равномерно распределена по всем направлениям; 
2) отраженное излучение равномерно распределено по каждой поверхности замкнутой области решения. Ма-
тематическая модель, сформулированная как в естественных переменных «скорость–давление», так и в преоб-
разованных переменных «векторный потенциал – вектор завихренности», реализована численно методом кон-
трольного объема и методом конечных разностей соответственно. Следует отметить, что анализ радиационно-
го теплообмена проведен с использованием метода сальдо в варианте Поляка.  

При решении краевой задачи в естественных переменных методом контрольного объема для аппроксима-
ции конвективных слагаемых применялся степенной закон, для диффузионных слагаемых — центральные разно-
сти. Разностные уравнения движения и энергии разрешались на основе итерационного метода переменных на-
правлений. Для поиска поля давления, согласованного с полем скорости, применялась процедура SIMPLE. 

В случае метода конечных разностей и преобразованных переменных для аппроксимации конвективных 
слагаемых применялась монотонная схема Самарского, для диффузионных слагаемых — центральные разно-
сти. Уравнения параболического типа разрешались на основе локально-одномерной схемы Самарского. Дис-
кретизация уравнений эллиптического типа для компонент векторного потенциала проводилась с использова-
нием формул симметричной аппроксимации вторых производных. При этом полученное разностное уравнение 
разрешалось методом последовательной верхней релаксации. Оптимальное значение параметра релаксации 
подбиралось на основе вычислительных экспериментов. 

В результате показано полное согласование полученных распределений скорости и температуры при 
различных значениях числа Рэлея, что отражает работоспособность представленных методик. Продемонстри-
рована эффективность использования преобразованных переменных и метода конечных разностей при реше-
нии класса нестационарных задач. 
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Comparative analysis of two numerical methods for simulation of unsteady natural convection and thermal 

surface radiation within a differentially heated cubical cavity has been carried out. The considered domain of 
interest had two isothermal opposite vertical faces, while other walls are adiabatic. The walls surfaces were dif-
fuse and gray, namely, their directional spectral emissivity and absorptance do not depend on direction or wave-
length but can depend on surface temperature. For the reflected radiation we had two approaches such as: 1) the 
reflected radiation is diffuse, namely, an intensity of the reflected radiation in any point of the surface is uniform 
for all directions; 2) the reflected radiation is uniform for each surface of the considered enclosure. Mathematical 
models formulated both in primitive variables “velocity–pressure” and in transformed variables “vector potential 
functions – vorticity vector” have been performed numerically using finite volume method and finite difference 
methods, respectively. It should be noted that radiative heat transfer has been analyzed using the net-radiation 
method in Poljak approach. 

Using primitive variables and finite volume method for the considered boundary-value problem we applied 
power-law for an approximation of convective terms and central differences for an approximation of diffusive 
terms. The difference motion and energy equations have been solved using iterative method of alternating direc-
tions. Definition of the pressure field associated with velocity field has been performed using SIMPLE procedure. 

Using transformed variables and finite difference method for the considered boundary-value problem we 
applied monotonic Samarsky scheme for convective terms and central differences for diffusive terms. Parabolic 
equations have been solved using locally one-dimensional Samarsky scheme. Discretization of elliptic equations 
for vector potential functions has been conducted using symmetric approximation of the second-order deriva-
tives. Obtained difference equation has been solved by successive over-relaxation method. Optimal value of the 
relaxation parameter has been found on the basis of computational experiments. 

As a result we have found the similar distributions of velocity and temperature in the case of these two ap-
proaches for different values of Rayleigh number, that illustrates an operability of the used techniques. The effi-
ciency of transformed variables with finite difference method for unsteady problems has been shown. 
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1. Введение 

В настоящее время для решения практических задач, а иногда и фундаментальных, все 
чаще используются коммерческие пакеты прикладных программ, позволяющие проводить ши-
рокий спектр исследований, начиная от создания геометрии объекта и заканчивая анализом ло-
кальных и интегральных характеристик. В области анализа гидрогазодинамических процессов 
и тепломассопереноса нашли распространение такие пакеты, как ANSYS FLUENT [Кузнецов 
и др., 2013], STAR-CD [Рогожкин и др., 2014], FlowVision [Аксенов, 2017], VP2/3 (Velocity-
Pressure, 2D/3D-версии) [Исаев и др., 2014], SigmaFlow [Платонов и др., 2013], SINF (Supersonic 
to INcompressible Flows) [Levchenya et al., 2010], а также свободно распространяемый пакет 
OpenFOAM (Open Field Operation and Manipulation) [Гаврилов и др., 2012]. Необходимо отме-
тить, что во всех представленных пакетах разностные схемы сконструированы с применением 
метода контрольного объема для дискретизации исходных дифференциальных уравнений, за-
писанных в естественных переменных «скорость–давление». Такой подход считается наиболее 
эффективным и позволяет достаточно корректно получать физически адекватные результаты. 
Известно, что для решения задач гидродинамики и теплопереноса можно использовать не-
сколько отличающийся подход, основанный на исключении поля давления из рассмотрения 
и введении в трехмерном случае преобразованных векторных переменных «векторный потен-
циал – вектор завихренности» [Роуч, 1980; Андерсон и др., 1990]. Использование данного под-
хода не так широко распространено в связи с большим числом уравнений и сложностью поста-
новки граничных условий для преобразованных переменных [Sheremet, 2012; Martyushev, 
Sheremet, 2014]. 

Целью настоящего исследования является сравнение эффективности метода контрольного 
объема в естественных переменных «скорость–давление» и метода конечных разностей в пре-
образованных переменных «векторный потенциал – вектор завихренности» на примере числен-
ного анализа естественной конвекции и поверхностного теплового излучения в замкнутой ку-
бической полости с изотермическими противоположными гранями и адиабатическими осталь-
ными стенками. Следует отметить, что рассматриваемая задача имеет непосредственное 
отношение к вопросам охлаждения элементов радиоэлектронной аппаратуры и электронной 
техники. В этом случае предполагается, что тепловыделение реализуется на одной из граней 
замкнутой электронной ячейки, а со стороны противоположной грани функционирует пассив-
ная система охлаждения. Исходя из трехмерности анализируемой задачи, возникает желание 
использовать наиболее эффективный численный метод, позволяющий получить физическое 
решение за минимальное вычислительное время. Основным критерием эффективности методи-
ки будет выступать время вычислений.  

2. Математическая модель 

Рассматривается нестационарная задача естественной конвекции и теплового поверхност-
ного излучения в замкнутой кубической полости, представленной на рис. 1. Во все время про-
цесса температура на гранях x = 0 и x = L остается постоянной и равна Тh и Тc (Тh > Тc) соответ-
ственно. Остальные поверхности полости являются теплоизолированными. 

Считается, что теплофизические свойства сухого воздуха, заполняющего внутренний  
объем, не зависят от температуры, а режим течения является ламинарным. Воздух считается 
теплопроводной, прозрачной для излучения, ньютоновской жидкостью, удовлетворяющей при-
ближению Буссинеска. Теплообмен излучением между стенками моделируется на основе при-
ближения поверхностного излучения [Martyushev, Sheremet, 2014]. Стенки считаются диффуз-
но-серыми. По определению диффузно-серой поверхности, ее направленные спектральные сте-
пень черноты и поглощательная способность не зависят ни от угла, ни от длины волны, но 
могут зависеть от температуры поверхности [Зигель, Хауэлл, 1975]. 
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В такой постановке процесс переноса тепла описывается системой нестационарных трех-
мерных уравнений Обербека–Буссинеска в воздушной полости [Sheremet, 2012; Martyushev, 
Sheremet, 2014] с учетом условий радиационного теплообмена на адиабатических гранях 
[Martyushev, Sheremet, 2014]. 

Математическая модель формулируется в безразмерных естественных переменных «ско-
рость–давление–температура» [Полежаев и др., 1987]. В качестве масштабов расстояния, ско-
рости, времени, температуры и давления были выбраны L, ,βΔg TL  ,L g TβΔ  ,h cT T TΔ = −  
ρ βΔg TL  соответственно. Для приведения к безразмерному виду системы уравнений использо-
вались следующие соотношения: 

( ) ( ) ( )0

,  ,  ,  ,  ,  ,

,  ,  h ñ

X x L Y y L Z z L t g T L U u g TL V v g TL

W w g TL T T T T P p g TL

= = = τ = βΔ = βΔ = βΔ

= βΔ Θ = − − = ρ βΔ
 

при ( )0 0.5 .h сT T T= +  
Здесь L — размер кубической полости, g — ускорение свободного падения, β — терми-

ческий коэффициент объемного расширения, ΔТ — температурный напор, Тh — постоянная 
температура стенки х = 0, Тc — постоянная температура стенки х = L, ρ — плотность среды, 
х, y, z — размерные декартовы координаты, X, Y, Z — безразмерные декартовы координаты,  
t — размерное время, τ — безразмерное время, u, v, w — размерные компоненты вектора скоро-
сти, U, V, W — безразмерные компоненты вектора скорости, Т — размерная температура, Θ — 
безразмерная температура, р — размерное давление, P — безразмерное давление. 
 

 
Рис. 1. Область решения задачи — кубическая полость (длина ребра L) с изотермическими гранями х = 0 
(поддерживается постоянная температура Тh) и х = L (поддерживается постоянная температура Тc),  
где x, y, z — координаты декартовой системы, g — ускорение свободного падения 

Нестационарные безразмерные уравнения Обербека–Буссинеска в естественных перемен-
ных «скорость–давление» имеют следующий вид: 

0,U V W
X Y Z
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

  (1) 

( ) ( ) ( ) 2 2 2

2 2 2
Pr ,
Ra

UU UV UWU P U U U
X Y Z X X Y Z

∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − + + +⎜ ⎟∂τ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (2) 

( ) ( ) ( ) 2 2 2

2 2 2
Pr ,
Ra

UV VV VWV P V V V
X Y Z Y X Y Z

∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − + + +⎜ ⎟∂τ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (3) 
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( ) ( ) ( ) 2 2 2

2 2 2
Pr ,
Ra

UW VW WWW P W W W
X Y Z Z X Y Z

∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − + + + +Θ⎜ ⎟∂τ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (4) 

( ) ( ) ( ) 2 2 2

2 2 2
1 .

Ra Pr
U V W
X Y Z X Y Z

∂ Θ ∂ Θ ∂ Θ ⎛ ⎞∂Θ ∂ Θ ∂ Θ ∂ Θ
+ + + = + +⎜ ⎟∂τ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⋅ ⎝ ⎠

 (5) 

Начальные и граничные условия для системы уравнений (1)–(5) в кубической полости 
( )0 1,  0 1,  0 1 :X Y Z≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

0:   0,   0;τ = = = = Θ =U V W  
0:   0,   0.5τ > = = = Θ =hU V W  при Х = 0; 

           0,   0.5= = = Θ = −cU V W  при Х = 1; 

rad
Sk           0,   0

1
∂Θ

= = = ± =
∂ − ζ

U V W Q
n

 на остальных границах. 

Здесь Pr a= ν  — число Прандтля, ν — кинематическая вязкость, а — температуропро-
водность, ( )3Ra g TL a= βΔ ν  — число Рэлея, Θh — безразмерная температура горячей стенки, 
Θc — безразмерная температура холодной стенки, 3Sk hT L= σ λ  — число Старка, σ — постоян-
ная Стефана–Больцмана, λ — коэффициент теплопроводности, c hT Tζ =  — температурный 
параметр, Qrad — безразмерная плотность радиационного потока, n  — орт нормали к поверх-
ности. 

Преобразованные переменные, позволяющие исключить поле давления, вводятся следую-
щим образом: векторный потенциал ,x y zi j kΨ = Ψ +Ψ +Ψ  удовлетворяющий калибровочному 

условию ( )div 0,Ψ =  при этом ( )rot ,= ΨV  вектор завихренности ,x y zi j kΩ =Ω +Ω +Ω  свя-

занный с вектором скорости соотношением вида rot( ).VΩ =  Математическая модель формули-
руется в безразмерных преобразованных переменных «векторный потенциал – вектор завих-
ренности – температура» [Sheremet, 2012; Martyushev, Sheremet, 2014]: 

 
2 2 2

2 2 2 ,x x x
xX Y Z

∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ
+ + = −Ω

∂ ∂ ∂
 (6) 

 
2 2 2

2 2 2 ,y y y
yX Y Z

∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ
+ + = −Ω

∂ ∂ ∂
 (7) 

 
2 2 2

2 2 2 ,z z z
zX Y Z

∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ
+ + = −Ω

∂ ∂ ∂
 (8) 

 2 2 2

2 2 2
Pr ,
Ra

x x x x
x y z

x x x

U U UU V W
X Y Z X Y Z

YX Y Z

∂Ω ∂Ω ∂Ω ∂Ω ∂ ∂ ∂
+ + + −Ω −Ω −Ω =

∂τ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎛ ⎞∂ Ω ∂ Ω ∂ Ω ∂Θ

= + + +⎜ ⎟ ∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (9) 

 2 2 2

2 2 2
Pr ,
Ra

y y y y
x y z

y y y

V V VU V W
X Y Z X Y Z

XX Y Z

∂Ω ∂Ω ∂Ω ∂Ω ∂ ∂ ∂
+ + + −Ω −Ω −Ω =

∂τ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎛ ⎞∂ Ω ∂ Ω ∂ Ω ∂Θ

= + + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (10) 
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 2 2 2

2 2 2
Pr .
Ra

z z z z
x y z

z z z

W W WU V W
X Y Z X Y Z

X Y Z

∂Ω ∂Ω ∂Ω ∂Ω ∂ ∂ ∂
+ + + −Ω −Ω −Ω =

∂τ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎛ ⎞∂ Ω ∂ Ω ∂ Ω

= + +⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (11) 

Уравнение энергии (5) в случае преобразованных переменных «векторный потенциал – 
вектор завихренности» остается без изменений. 

Начальные и граничные условия для системы уравнений (5)–(11): 
0:   0,   0,   0;τ = Ψ = Ψ = Ψ = Ω =Ω =Ω = Θ =x y z x y z  

2 2

2 20:   0,   0,   ,   ,   0.5
∂ Ψ∂Ψ ∂ Ψ

τ > = Ψ = Ψ = Ω = Ω = − Ω = − Θ =
∂ ∂ ∂

yx z
y z x y z hX X X

 при Х = 0; 

2 2

2 20,   0,   ,   ,   0.5yx z
y z x y z ñX X X

∂ Ψ∂Ψ ∂ Ψ
= Ψ = Ψ = Ω = Ω = − Ω = − Θ = −

∂ ∂ ∂
 при Х = 1; 

2 2

rad2 2
Sk0,   ,   0,   ,   0

1
y x z

x z x y z Q
Y YY Y

∂Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂Θ
Ψ = = Ψ = Ω = − Ω = Ω = − ± =

∂ ∂ − ζ∂ ∂
 при Y = 0, 1; 

22

rad2 2
Sk0,   ,   ,   0,   0

1
yxz

x y x y z Q
Z ZZ Z

∂ Ψ∂ Ψ∂Ψ ∂Θ
Ψ = Ψ = = Ω = − Ω = − Ω = ± =

∂ ∂ − ζ∂ ∂
 при Z = 0, 1. 

Для определения безразмерной плотности радиационного потока radQ  применялся метод 
решения с использованием плотности потока эффективного излучения [Martyushev, Sheremet, 
2014], который основан на реализации следующих двух разностных уравнений с использовани-
ем метода последовательной верхней релаксации: 

 rad,
1

N

k k k i i
i

Q R F R−
=

= −∑ , (12) 

 ( ) ( )
4

4

1

11 1 0.5
1

N

k k k i i k k
i

R F R−
=

⎛ ⎞+ ζ
= − ε + ε − ζ Θ +⎜ ⎟− ζ⎝ ⎠

∑ . (13) 

Угловые коэффициенты вычислялись по определению [Martyushev, Sheremet, 2014]: 

1 2

1 2
1 2 2 12

1

cos cos1 ,
A A

F dA dA
A S−

γ γ
=

π∫ ∫  

которое было подробно расписано в случае параллелепипеда [Martyushev, Sheremet, 2014]. 
Задача (1)–(5) с соответствующими начальными и граничными условиями решена методом 

контрольного объема (МКО) [Мартюшев и др., 2015] на равномерной структурированной сетке. 
Для аппроксимации конвективных слагаемых применялся степенной закон, для диффузионных 
слагаемых — центральные разности. Разностные уравнения движения и энергии разрешались 
на основе итерационного метода переменных направлений. 

Для поиска поля давления, согласованного с полем скорости, применялась процедура  
SIMPLE, алгоритм которой на каждом временном слое имел следующий вид: 

1) запоминаются поля искомых характеристик (скорости, давления и температуры), отра-
жающие значения этих параметров на предыдущем временном слое; 

2) инициируются глобальные итерации, выполнение которых на каждом временном слое 
гарантирует получение корректных полей скорости, давления и температуры; на каждой гло-
бальной итерации выполняются следующие действия: 

 2.1) задаются начальные приближения для полей скорости, температуры и давления; 
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 2.2) определяются компоненты скорости из решения разностных уравнений количества 
движения с использованием приближенного поля давления; 

 2.3) вычисляется поправочное поле давления на основе определенного в п. 2.2 поля ско-
рости; 

 2.4) корректируется поле скорости с использованием найденного поправочного поля 
давления; 

 2.5) определяется поле температуры. 
На каждом временном слое выполнение глобальных итераций ограничивалось либо усло-

вием сходимости, либо количеством повторений (максимальное число повторений = 10). Усло-
вие сходимости имело следующий вид: сумма невязок для каждого из решаемых разностных 
уравнений не превышает 10–6. Шаг по времени выбирался на основе условия устойчивости Ку-
ранта–Фридрихса–Леви. 

Задача (5)–(11) с соответствующими начальными и граничными условиями решена мето-
дом конечных разностей (МКР) [Sheremet, 2012; Martyushev, Sheremet, 2014] на равномерной 
структурированной сетке. Уравнения решались последовательно, каждый временной шаг начи-
нался с вычисления поля температуры (5), затем решались уравнения Пуассона для компонент 
векторного потенциала (6)–(8). Далее определялись граничные условия для компонент вектора 
завихренности и решались уравнения дисперсии компонент завихренности (9)–(11). 

Для численного решения уравнений параболического типа (5), (9)–(11) применялась ло-
кально-одномерная схема Самарского [Sheremet, 2012; Martyushev, Sheremet, 2014]. В этой схе-
ме решение трехмерной задачи сводится к последовательному решению одномерных задач. 
Для аппроксимации конвективных слагаемых использовалась монотонная схема Самарского, 
для диффузионных слагаемых — центральные разности. Эволюционный член представлял со-
бой одностороннюю разность по времени и имел первый порядок точности относительно шага 
по времени. Все производные по пространственным координатам аппроксимировались со вто-
рым порядком точности относительно шага по координате. Дискретизация уравнений Пуассо-
на (6)–(8) проводилась на основе формул симметричной аппроксимации вторых производных. 
При этом полученное разностное уравнение разрешалось методом последовательной верхней 
релаксации. Оптимальное значение параметра релаксации подбиралось на основе вычисли-
тельных экспериментов. 

Используемые методы решения как в преобразованных, так и в естественных переменных 
были подробно протестированы на пространственной задаче термогравитационной конвекции 
в кубе [Martyushev, Sheremet, 2014; Мартюшев и др., 2015]. 

3. Результаты численного моделирования 

Численные исследования нестационарных режимов естественной конвекции и поверхно-
стного теплового излучения проведены при следующих значениях безразмерных параметров: 
Ra = 103, Sk = 0.5; Ra = 104, Sk = 1.09; Ra = 105, Sk = 2.34; Pr = 0.7; ε = 0.6; ζ = 0.97. Шаг по вре-
мени Δτ принимал значения 0.01 и 0.1. При этом безразмерное время τ изменялось в диапазоне 
от 0 до 100. Основное внимание уделялось сравнительному анализу эффективности примене-
ния двух рассматриваемых методик. 

На рис. 2 и 3 представлено сравнение локальных характеристик (распределения изолиний 
температуры и компонент скорости в средних сечениях кубической полости), полученных 
с использованием метода конечных разностей (сплошные линии) и метода контрольного объе-
ма (штриховые линии) при τ = 100 и различных значениях числа Рэлея. Следует отметить, что 
представленные распределения полностью подтверждают работоспособность двух методов 
и отражают почти полное совпадение рассматриваемых параметров. Расчеты проводились 
на равномерной разностной сетке размерностью 50 × 50 × 50, шаг по времени в МКР — 

0.01,Δτ =  а в МКО были реализованы два варианта: 0.01Δτ =  и 0.1.Δτ =  Следует отметить, 
что при малых значениях числа Рэлея (Ra = 103), где доминирующим механизмом передачи  
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Рис. 2. Распределения температуры в сечениях X = 0.5 (а), Y = 0.5 (б), Z = 0.5 (в) при τ = 100 и различных зна-
чениях числа Рэлея (Ra) (сплошные линии — результаты, полученные с использованием метода конечных 
разностей; штриховые линии — результаты, полученные с использованием метода контрольного объема) 

 
Рис. 3. Распределения U-компоненты скорости (а) и W-компоненты скорости (б) в сечении Y = 0.5 
при τ = 100 и различных значениях числа Рэлея (Ra) (сплошные линии — результаты, полученные с ис-
пользованием метода конечных разностей; штриховые линии — результаты, полученные с использова-
нием метода контрольного объема) 
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энергии является теплопроводность, изолинии скорости и температуры в средних сечениях, 
полученные с использованием двух подходов, полностью совпадают. Дальнейший рост числа 
Рэлея, отражающий интенсификацию конвективного течения внутри полости, приводит к не-
большим расхождениям в распределениях локальных характеристик, полученных на основе 
МКО и МКР. Основной причиной отмеченной динамики является наличие некоторого рассо-
гласования в используемых разностных схемах аппроксимации конвективных слагаемых 
(в МКО — степенной закон, в МКР — монотонная схема Самарского), которые начинают до-
минировать при высоких числах Рэлея. 

Подробный физический анализ наблюдаемых эффектов, связанных с изменением числа 
Рэлея и коэффициента излучения ограждающих поверхностей, представлен в [Мартюшев и др., 
2015; Martyushev, Sheremet, 2015]. 

На рис. 4 представлены зависимости средних конвективного 
1 1

con

00 0

Nu
X

dYdZ
X =

⎛ ⎞∂Θ
=⎜ ⎟

∂⎝ ⎠
∫ ∫  

и радиационного 
( )

1 1

rad rad 0
0 0

SkNu
1 X

Q dYdZ
=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟− ζ⎝ ⎠

∫ ∫  чисел Нуссельта на вертикальной нагретой 

грани от времени, полученные с использованием метода конечных разностей и метода кон-
трольного объема. В рассматриваемом диапазоне изменения числа Рэлея значения среднего 
радиационного числа Нуссельта не зависят от используемой вычислительной методики. В слу-
чае интегрального конвективного числа Нуссельта незначительные расхождения заметны толь-
ко при Ra = 105, что обусловлено интенсификацией термогравитационной конвекции в полости 
и некоторым рассогласованием в используемых разностных схемах аппроксимации конвектив-
ных слагаемых. 

 

Рис. 4. Зависимости средних конвективного ( )conNu  (a) и радиационного ( )radNu  (б) чисел Нуссельта от 

времени (τ) и числа Рэлея (Ra). МКР — метод конечных разностей, МКО — метод контрольного объема 

Временную зависимость интегрального конвективного коэффициента теплообмена можно 
условно разделить на четыре зоны: начальный участок (или зона теплопроводности), участок 
интенсивного теплоотвода (или конвективная зона), участок установления и стационарный 
участок. Формирование и продолжительность каждой из этих зон главным образом определя-
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ются значением числа Рэлея. На начальном временном участке происходит уменьшение conNu  
вследствие прогрева области вблизи нагретой стенки за счет теплопроводности. Такое измене-
ние обусловлено наличием температурного перепада в начальный момент времени. После дос-
тижения минимального значения среднее конвективное число Нуссельта возрастает (участок 
интенсивного теплоотвода) вследствие интенсификации конвективного механизма переноса 
энергии. Достижение максимального значения в результате монотонного роста характеризует 
завершение второго участка. Последующие колебания conNu  описывают участок установления, 
причиной формирования которого является взаимодействие между подъемной силой и силами 
внутреннего трения. Достижение постоянного значения среднего конвективного числа Нус-
сельта характеризует стационарный режим теплопереноса. 

В таблице 1 представлено время вычислений (в часах) для каждого из реализованных ва-
риантов как методом конечных разностей, так и методом контрольного объема, с использова-
нием компьютера в стандартной комплектации (процессор Intel(R) Core(TM) i7-3770K 3.90 Ghz, 
оперативная память — 16.0 ГБ). 

Таблица 1. Время вычислений при использовании различных методик и параметров 

Ra ε 
Время вычислений  

(в часах) МКР, 0.01Δτ =  
Время вычислений  

(в часах) МКО, 0.1Δτ =  
Время вычислений  

(в часах) МКО, 0.01Δτ =  

103 

0.3 9.5 >100 35.5 

0.6 18.5 >100 46.5 

0.9 17 >100 45 

104 

0.3 22.5 >100 51 

0.6 24.5 >100 49 

0.9 22 >100 48 

105 

0.3 30.5 26 65 

0.6 30.5 26 71 

0.9 28.5 28.5 68 
 

Анализируя представленные в таблице результаты, можно отметить, что в рассматри-
ваемом диапазоне изменения числа Рэлея при идентичных шагах по времени 0.01Δτ =  ис-
пользование метода конечных разностей и преобразованных переменных позволяет значи-
тельно сократить время вычислений от 2 раз при Ra = 104 и ε = 0.6 до 3.7 раза при Ra = 103 
и ε = 0.3. Незначительное ускорение расчетов (на 15 %) при использовании МКО возможно 
только в случае высоких чисел Рэлея, Ra = 105, при увеличении шага по времени в 10 раз 
( 0.1).Δτ =  

4. Заключение 

Проведенный сравнительный анализ использования двух подходов показал преимущества 
применения метода конечных разностей и преобразованных переменных по сравнению с есте-
ственными переменными в методе контрольного объема при решении рассматриваемого класса 
нестационарных пространственных задач конвективно-радиационного теплопереноса. Отме-
ченная особенность связана с наличием существенных временных затрат при реализации в ме-
тоде контрольного объема SIMPLE-подобных алгоритмов для совместного определения полей 
скорости и давления, что обусловлено введением глобальных итераций по всем решаемым 
уравнениям. 
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