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Для математического моделирования несвязного речного дна широко используется уравнение Эксне-
ра совместно с феноменологическими моделями транспорта наносов. В случае моделирования эволюции
дна простой геометрической формы такой подход позволяет получить точное решение без каких-либо
затруднений. Однако в случае моделирования неустойчивого дна сложной геометрической формы в ря-
де случаев возникает численная неустойчивость, которую сложно отделить от естественной физической
неустойчивости.

В настоящей работе выполнен анализ причин возникновения численной неустойчивости при модели-
ровании эволюции дна сложной геометрической формы с помощью уравнения Экснера и феноменологи-
ческих моделей расхода наносов. Показано, что при численном решении уравнения Экснера, замкнутого
феноменологической моделью транспорта наносов, могут реализовываться два вида неопределенности.
Первая неопределенность возникает при условии транзита наносов над областью дна, где деформаций
не происходит. Вторая неопределенность возникает в точках экстремума донного профиля, когда расход
наносов меняется, а дно остается неизменным. Авторами выполнено замыкание уравнения Экснера с по-
мощью аналитической модели транспорта наносов, которое позволило преобразовать уравнение Экснера
к уравнению параболического типа. Анализ полученного уравнения показал, что его численное решение
не приводит к возникновению вышеуказанных неопределенностей. Параболический вид преобразован-
ного уравнения Экснера позволяет применить для его решения эффективную и устойчивую неявную
центрально-разностную схему.

Выполнено решение модельной задачи об эволюции дна при периодическом распределении при-
донного касательного напряжения. Для численного решения задачи использовалась явная центрально-
разностная схема с применением и без применения метода фильтрации и неявная центрально-разност-
ная схема. Показано, что явная центрально-разностная схема теряет устойчивость в области экстремума
донного профиля. Использование метода фильтрации привело к повышенной диссипативности решения.
Решение с помощью неявной центрально-разностной схемы соответствует закону распределения придон-
ного касательного напряжения и является устойчивым во всей расчетной области.

Ключевые слова: математическое моделирование, численная неустойчивость, уравнение Экснера,
речное дно, транспорт наносов, аналитическая модель
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The Exner equation in conjunction phenomenological sediment transport models is widely used for
mathematical modeling non-cohesive river bed. This approach allows to obtain an accurate solution without
any difficulty if one models evolution of simple shape bed. However if one models evolution of complex shape
bed with unstable soil the numerical instability occurs in some cases. It is difficult to detach this numerical
instability from the natural physical instability of bed.

This paper analyses the causes of numerical instability occurring while modeling evolution of complex
shape bed by using the Exner equation and phenomenological sediment rate models. The paper shows that two
kinds of indeterminateness may occur while solving numerically the Exner equation closed by phenomenological
model of sediment transport. The first indeterminateness occurs in the bed area where sediment transport is
transit and bed is not changed. The second indeterminateness occurs at the extreme point of bed profile when
the sediment rate varies and the bed remains the same. Authors performed the closure of the Exner equation
by the analytical sediment transport model, which allowed to transform the Exner equation to parabolic type
equation. Analysis of the obtained equation showed that it’s numerical solving does not lead to occurring of
the indeterminateness mentioned above. Parabolic form of the transformed Exner equation allows to apply the
effective and stable implicit central difference scheme for this equation solving.

The model problem of bed evolution in presence of periodic distribution of the bed shear stress is carried
out. The authors used the explicit central difference scheme with and without filtration method application and
implicit central difference scheme for numerical solution of the problem. It is shown that the explicit central
difference scheme is unstable in the area of the bed profile extremum. Using the filtration method resulted
to increased dissipation of the solution. The solution obtained by using the implicit central difference scheme
corresponds to the distribution law of bed shear stress and is stable throughout the calculation area.
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Введение

При движении речного потока по несвязному дну в весьма широких диапазонах скорост-
ного режима потока дно рек теряет устойчивость [Bagnold, 1946; Kennedy, 1963; Richards, Taylor,
1981; Venditti et al., 2005; Fortunato, Oliveira, 2007; Coleman, Nikora, 2008], что приводит к появ-
лению донных волн. Появление донных волн связано с характером гидродинамического потока
и гидравлической шероховатостью донной поверхности. При математическом моделировании
эволюции речного дна используется уравнение Экснера [Exner, 1925; Exner, 1928]:

(1 − ε)
∂ζ

∂t
+
∂q
∂x

= 0, (1)

замыкаемое уравнением расхода наносов [Bagnold, 1946; Kennedy, 1963; Richards, Taylor, 1981;
Venditti et al., 2005; Fortunato, Oliveira, 2007; Coleman, Nikora, 2008]:

q =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, T ≤ T∗,

q(T (ζ, x, t), ζ(x, t), x, t), T > T∗,
(2)

где x — пространственная координата, t — временная координата, ζ — уровень донной поверх-
ности, q — объемный расход частиц грунта, движущихся в активном придонном слое, ε — пори-
стость донного материала, T = T (x, t) — придонное касательное напряжение, T∗ — минимальное
напряжение, требуемое для начала движения донных частиц.

Численное решение уравнений (1)–(2) для дна, имеющего сложную геометрию, часто при-
водит к возникновению численной неустойчивости, которую трудно отделить от физической
неустойчивости дна [Richards, Taylor, 1981; Sanne, 2003; Leftheriotis, Dimas, 2015]. Многие ав-
торы [Long et al., 2008; Johnson, Zyserman, 2002; Warming, Beam, 1975; Быстров и др., 2005;
Leonard, 1979; Kawamura et al., 1986; Lax, Wendroff, 1960; MacCormack, 1969; Niemann et al.,
2011; Jacobsen, Fredsoe, 2011; Shu, Osher, 1988; Jensen et al., 1999; Chinag, Hsiao, 2011; Li et al.,
2014] предлагали различные подходы для преодоления численной неустойчивости при решении
уравнений (1)–(2). Однако использование феноменологических моделей [Bagnold, 1946; Kennedy,
1963; Richards, Taylor, 1981; Venditti et al., 2005; Fortunato, Oliveira, 2007; Coleman, Nikora, 2008]
для транспорта наносов (2) при замыкании уравнения (1) приводит к невозможности опреде-
ления типа решаемой системы дифференциальных уравнений (1)–(2), что не позволяет выбрать
и применить для ее решения эффективные устойчивые численные схемы.

В данной работе авторы выполняют замыкание уравнения Экснера с помощью аналитиче-
ской дифференциальной модели транспорта наносов, что позволяет:

• определить тип получаемой системы дифференциальных уравнений,

• выбрать эффективный устойчивый метод для решения задачи об эволюции речного дна,

• выявить причины возникновения трудностей при численном решении уравнений (1)–(2)
с использованием феноменологических моделей расхода наносов.

Традиционные методы решения уравнения Экснера

Уравнение Экснера (1), дополняемое феноменологическим уравнением транспорта нано-
сов (2), обычно решается как задача Коши [Long et al., 2008]. Феноменологический характер
уравнения движения наносов (2) вынуждает исследователей при рассмотрении численной устой-
чивости системы (1)–(2) ограничиваться изучением только уравнения Экснера (1).
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Традиционно для решения уравнения (1) используют следующую разностную аппрокси-
мацию (первого порядка по времени и второго по пространству) [Sanne, 2003; Chinag, Hsiao,
2011]:

ζn+1
i − ζn

i

Δt
+

1
(1 − ε)

qn
i+1 − qn

i−1

2Δx
= 0, (3)

где ζn
i и qn

i — сеточные значения уровня донной поверхности и объемного расхода в i-м про-
странственном узле по x и в n-м слое по времени t; Δx и Δt — шаги сетки по пространству и по
времени соответственно.

Устойчивость уравнения (3) можно контролировать только с помощью условий Эйлера
[Самарский, 1987]. Как показывает практика, этого недостаточно для получения корректного
решения, поэтому, для получения условия численной устойчивости при решении уравнения (1),
его преобразуют к уравнению гиперболического типа [Sanne, 2003; Johnson, Zyserman, 2002]:

∂ζ

∂t
+ U

∂ζ

∂x
= 0, (4)

где

U =
1

(1 − ε)
∂q
∂ζ
. (5)

При численном решении уравнения (4) основным критерием численной устойчивости является
условие Куранта –Фридрихса –Леви [Курант и др., 1941]:

Cu =

∣∣∣∣∣
UΔt
Δx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1

(1 − ε)
∂q
∂ζ

Δt
Δx

∣∣∣∣∣ < 1, (6)

где Cu — число Куранта.
Недостатком представления (4)–(5) является необходимость численного определения про-

изводной
∂q
∂ζ
≈

Δq
Δζ

для нахождения скорости U. Более того, расчеты, выполненные в рабо-

тах [Sanne, 2003; Long et al., 2008; Johnson, Zyserman, 2002], показывают недостаточность вы-
полнения условия (6) для получения устойчивого счета по схеме (3).

В работе [Johnson, Zyserman, 2002] был предложен метод стабилизации схемы (3), заклю-
чающийся в добавлении к ней слагаемого с искусственной диффузией,

ζn+1
i − ζn

i

Δt
+

1
(1 − ε)

qn
i+1 − qn

i−1

2Δx
=

1
(1 − ε)

U2
i Δt

Δx

(
ζn

i+1 − 2ζn
i + ζn

i−1

)

Δx2
. (7)

Недостатком использования схемы (7) является сложность точного численного определе-
ния скорости U по формуле (5) в каждом i-м узле сетки. Завышение значений Ui в расчете
приводит к излишнему сглаживанию решения, а занижение Ui — к возникновению численной
неустойчивости решения.

Другим способом стабилизации счета и подавления численной неустойчивости при реше-
нии уравнения (1) является использование противопоточных схем, например [Warming, Beam,
1975]

ζn+1
i − ζn

i

Δt
+

1
2(1 − ε)Δx

[
(1 − α)

(
qn

i+1 − qn
i

)
+ (1 + α)

(
qn

i − qn
i−1

)]
= 0, (8)

где α = sign (Ui).
Схема (8) имеет первый порядок точности по пространству и времени и является сильно

диссипативной. Существуют противопоточные схемы более высоких порядков точности [Быст-
ров и др., 2005; Leonard, 1979; Kawamura et al., 1986], но они явно используют скорость U для
определения ζ и поэтому приобретают недостатки, свойственные схеме (7).
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Известны попытки уйти от явного использования U при решении уравнения (1) путем
использования двухшаговых схем Лакса –Вендроффа [Lax, Wendroff, 1960]:

ζ∗i+1/2 = 0.5
(
ζn

i + ζn
i+1

)
− 0.5

Δt
Δx

1
(1 − ε)

(
qn

i+1 − qn
i

)
, (9)

ζn+1
i = ζn

i −
Δt
Δx

1
(1 − ε)

(
q∗i+1/2 − q∗i−1/2

)
(10)

или МакКормака [MacCormack, 1969]:

ζ̃i = ζn
i −

Δt
Δx

1
(1 − ε)

(
qn

i − qn
i−1

)
, (11)

ζn+1
i =

ζn
i + ζ̃i

2
− Δt

2Δx
1

(1 − ε)
(q̃i+1 − q̃i), (12)

где q̃ и q∗ — расходы наносов, рассчитанные при ζ̃ и ζ∗ соответственно.
Схемы МакКормака и Лакса –Вендроффа обладают условием консервативности и не сгла-

живают решение излишне, как противопоточная схема (8). Основным недостатком схем (9)–(10)
и (11)–(12) является дополнительный пересчет задачи гидродинамики для определения расхо-
да на вспомогательном слое q∗ и q̃ соответственно. Данный пересчет значительно увеличивает
время расчета всей задачи.

Следует отметить, что во всех представленных схемах — (3), (7), (8), (9)–(10), (11)–(12) —
для контроля их сходимости необходимо соблюдать условие устойчивости (5).

Альтернативным способом стабилизации счета и подавления численных осцилляций при
решении уравнения (1) является использование схем высокого порядка аппроксимации произ-
водной по времени, например схемы Адамса – Бэшфорда [Niemann et al., 2011; Jacobsen, Fredsoe,
2011; Leftheriotis, Dimas, 2015]:

(1 − ε)
ζn+1

i − ζn
i

Δt
=

1
12

1
1 − n

(

23
∂q
∂x

∣∣∣∣∣

n

i
− 16

∂q
∂x

∣∣∣∣∣

n−1

i
− 5

∂q
∂x

∣∣∣∣∣

n−2

i

)

, (13)

где n — индекс временного слоя, i — индекс пространственного узла.
Как видно из формулы (13), для применения схемы Адамса – Бэшфорда необходимо знать

расход наносов q на текущем и двух предыдущих временных слоях. В начальный момент време-
ни такие данные не всегда известны; более того, как показывают расчеты [Sanne, 2003], соблю-
дение условия (6) не гарантирует стабильность счета.

Другим примером схем высокого порядка точности по времени, применяющихся для ре-
шения уравнения (1), являются TVD-схемы. Они являются монотонными и не порождают чис-
ленной неустойчивости. Приведем в качестве примера схему TVD–Рунге –Кутты [Shu, Osher,
1988]

ζ(1) = ζn − 1
(1 − ε)

∂q (ζn)
∂x

, (14)

ζ(2) =
3
4
ζn +

1
4
ζ(1) − 1

(1 − ε)
∂q

(
ζ(1)

)

∂x
, (15)

ζn+1 =
1
3
ζn +

2
3
ζ(2) − 1

(1 − ε)
∂q

(
ζ(2)

)

∂x
. (16)

Из уравнений (14)–(16) видно, что для определения решения ζn+1 необходимы дополни-
тельный двукратный пересчет задачи гидродинамики и определение q(1) и q(2), что, как и в схе-
мах (9)–(12), потребует значительных временных затрат.
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В работе [Sanne, 2003] выполнен сравнительный анализ различных методов решения урав-
нения (1), в том числе явной схемы Эйлера с центрально-разностной дискретизацией по про-
странству [Sanne, 2003], схемы типа «чехарда» [Long et al., 2008; Johnson, Zyserman, 2002], ме-
тода Адамса – Бэшфорда [Leftheriotis, Dimas, 2015; Niemann et al., 2011; Jacobsen, Fredsoe, 2011].
В результате сравнительного анализа показано, что различие в графиках эволюции дна в за-
висимости от способа решения уравнения (1) минимально, но численно наиболее устойчивой
оказалась схема Адамса – Бэшфорда [Leftheriotis, Dimas, 2015]. Однако автор [Sanne, 2003] от-
мечает, что использования схемы Адамса – Бэшфорда не достаточно для подавления численной
неустойчивости решения уравнения (1).

Альтернативным способом борьбы с численной неустойчивостью является фильтрация
расчетного поля искомой функции ζi через определенное количество итераций по времени. Филь-
трация может применяться к любой из рассмотренных выше схем.

Существует несколько видов фильтрации, в качестве примера приведем алгоритм филь-
трации, предложенный в работах [Richards, Taylor, 1981; Li et al., 2014] и используемый в рабо-
тах [Leftheriotis, Dimas, 2015; Niemann et al., 2011; Chinag, Hsiao, 2011]:

ζ∗i =
1
2
ζ+

i +
1
4

(
ζ+

i−1 + ζ+
i+1

)
,

ζi =
3
2
ζ+

i +
1
4

(
ζ∗i−1 + ζ∗i+1

)
,

где ζ+
i — нефильтрованное дно, ζi — фильтрованное дно.
Дженсен и др. [Jensen et al., 1999] предложили альтернативный двухэтапный подход к про-

цедуре фильтрации, который используется в работах [Johnson, Zyserman, 2002; Jacobsen, Fredsoe,
2011]:

ζ∗i =
1
2
ζ+

i +
1
4

(
ζ+

i−1 + ζ+
i+1

)
, Δζi = ζ+

i − ζ
∗
i , (17)

Δζ∗i =
3
2

Δζi −
1
4

(Δζi−1 + Δζi+1), ζi = ζ∗i + Δζ∗i . (18)

Несмотря на то что метод фильтрации данных при решении морфологических задач по-
лучил в последнее время широкое распространение [Sanne, 2003; Niemann et al., 2011; Jacobsen,
Fredsoe, 2011; Chinag, Hsiao, 2011], применение фильтрации данных в морфологических расче-
тах должно применяться с большой осторожностью вне зависимости от выбранного типа филь-
тра [Sanne, 2003]. Влияние фильтрации на формирование донного профиля можно рассматри-
вать как излишний размыв или намыв дна, который повлияет на поле течения и может привести
к ошибочному пути развития донной поверхности и поля течения соответственно. Следователь-
но, чрезвычайно трудно судить о полном, абсолютном влиянии фильтрации данных в морфоло-
гических расчетах на точность полученного решения.

Выполненный обзор и анализ методов решения уравнения (1) выявили, что при использо-
вании схем первого порядка точности требуется расчет скорости U по формуле (5) для усло-
вия (6), что вызывает описанные выше проблемы. При использовании схем более высокого
порядка точности необходимо дополнительно пересчитывать задачу гидродинамики несколь-
ко раз, что приводит к значительным временным затратам. Все вышеперечисленные сложно-
сти связаны с использованием авторами [Long et al., 2008; Johnson, Zyserman, 2002; Warming,
Beam, 1975; Быстров и др., 2005; Leonard, 1979; Kawamura et al., 1986; Lax, Wendroff, 1960;
MacCormack, 1969; Niemann et al., 2011; Jacobsen, Fredsoe, 2011; Shu, Osher, 1988; Jensen et al.,
1999; Chinag, Hsiao, 2011; Li et al., 2014] феноменологических моделей транспорта наносов (2)
при замыкании уравнения (1), что приводит к невозможности определения типа получаемого
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дифференциального уравнения (1) и не позволяет авторам данных работ выбрать и применить
к его решению эффективные устойчивые численные схемы.

В настоящей работе уравнение Экснера (1) замыкается с помощью аналитической модели
транспорта наносов [Петров, 1991; Петров, Потапов, 2014], в которой расход q явно зависит от ζ,
что позволяет определить тип решаемой системы дифференциальных уравнений (1)–(2). Знание
о структуре уравнения расхода q позволяет определить тип системы уравнений (1)–(2) и выявить
причины возникновения численной неустойчивости при ее решении.

Замыкание уравнения Экснера

Для замыкания уравнения Экснера (1) воспользуемся аналитической моделью транспорта
наносов [Петров, 1991]:

q =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0, |T | ≤ T∗,

A − B
∂ζ

∂x
, |T | > T∗;

(19)

A = q0T
(√
|T | −

√
T0

)
, (20)

B =
q0|T |
tgϕ

(
√
|T | −

1
2

√
T0

)

, (21)

q0 =
4
3

1
κ
√
ρw(ρs − ρw)g tg ϕ

, (22)

T∗ = T0

(

1 +
1

tgϕ
T
|T |

∂ζ

∂x

)

, T0 =
3
8
κ2d(ρs − ρw)g tg ϕ

cx
, (23)

где ρs и ρw — плотности частиц и воды соответственно, ϕ — угол внутреннего трения донных ча-
стиц, g — ускорение свободного падения, κ — коэффициент Кармана, cx — лобовое сопротивление
частиц, d — диаметр частиц.

Выполнив подстановку уравнения расхода (19) в уравнение Экснера (1), получим парабо-
лическое уравнение, определяющее эволюцию донной поверхности для областей, где деформа-
ции дна присутствуют:

∂ζ

∂t
− ∂

∂x

(
B

1 − ε
∂ζ

∂x

)

+
R

1 − ε
= 0, |T | > T∗, (24)

где

R =
∂A
∂x

= q0
∂

∂x

[
T

( √
|T | −

√
T0

)]
. (25)

В областях, где деформации дна отсутствуют (|T | ≤ T∗), уровень дна ζ = const.
Для параболического уравнения (24) известны различные условно-устойчивые явные

и безусловно-устойчивые неявные разностные схемы [Самарский, 1987; Петров, Лобанов, 2006].
Согласно работам [Самарский, 1987; Марчук, Агошков, 1981] явные схемы для параболического
уравнения (24) являются устойчивыми при выполнении ограничивающего условия на шаг по
времени:

Δt ≤ C∗
2Δx2

Bmax
, C∗ > 0, (26)

где C∗ — константа, Bmax = max (B(x)).
Запись уравнения (24) в недивергентной форме

∂ζ

∂t
+ U

∂ζ

∂x
− B

1 − ε

(
∂2ζ

∂x2

)

+
R

1 − ε
= 0, |T | > T∗,
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позволяет получить явное выражение, определяющее функцию U:

U =
1

1 − ε
∂B
∂x

= −
q0

(1 − ε) tg ϕ
T
|T |

3
√
|T | −

√
T0

2
∂T
∂x
. (27)

Из анализа уравнения скорости (27) видно, что для любых непрерывных функций T (x, t)
мы получаем непрерывное и ограниченное значение функции U. Тогда как при численном опре-
делении U по зависимости (5) могут реализоваться такие комбинации функций q и ζ, значение

которых может приводить к возникновению неопределенностей
0
0

или
1
0
. Первая неопределен-

ность возникает на ровном дне, когда для расхода наносов выполняется условие транзита Δq = 0
и деформации дна отсутствуют Δζ = 0. Данная проблема легко решается численно путем введе-
ния регуляризирующего коэффициента λ� 1 в знаменатель выражения (5). Вторая неопределен-
ность возникает в точках экстремума донного профиля, имеющего физическую неустойчивость,
когда Δζ = 0 при Δq � 0. Данная неопределенность неустранима, и ее реализация может при-
вести к большим ошибкам при вычислении U по формуле (5) и, следовательно, к ошибкам при
вычислении условия устойчивости (6).

Решение модельной задачи об эволюции дна

Рассмотрим численное решение задачи об изменении во времени донной поверхности под
действием постоянного во времени придонного касательного напряжения T , заданного функцией

T = A cos (kx), k = 2π, A = 16T0. (28)

Данную задачу будем решать тремя вариантами.
В первом варианте формулировка задачи об изменении во времени донной поверхности

содержит в себе уравнение Экснера (1) и уравнение для расхода наносов (19):

(1 − ε)∂ζ
∂t

+
∂q
∂x

= 0, x = 0..1, (29)

q =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0, |T | ≤ T∗,

A − B
∂ζ

∂x
, |T | > T∗.

(30)

Уравнения (29)–(30) замыкаются начальными и граничными условиями

ζ(x, 0) = 0, ζ(0, t) = 0, ζ(1, t) = 0. (31)

Гранулометрические и физико-механические параметры донного материала были взяты
из экспериментальной работы [Newton, 1951]: ρs = 2650 кг/м3, ρw = 1000 кг/м3, g = 9.8 м/с2,
d = 6.9 · 10−4 м, cx = 0.45, ϕ = 320, ε = 0.375, κ = 0.4.

Для решения задачи (29)–(31) воспользуемся центрально-разностной схемой

ζn+1
i = ζn

i −
Δt

(1 − ε)
qn

i+1/2 − qn
i−1/2

Δx
, (32)

где

qn
i+1/2 = Ai+1/2 − Bi+1/2

ζn
i±1 − ζ

n
i

Δx
,

Ai+1/2 = q0Ti+1/2

(√
|Ti+1/2| −

√
T0

)
, Bi+1/2 =

q0

∣∣∣Ti+1/2

∣∣∣

tg ϕ

(
√
|Ti+1/2| −

1
2

√
T0

)

,
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для устойчивого решения по данной схеме необходимо соблюдать условие (26), которое в данном
случае приобретает вид

Δt ≤
C∗ tg ϕΔx2

q0 max |T |3/2
, C∗ ≈ 0.5. (33)

Второй вариант решения задачи отличается от первого тем, что после получения решения
по первой схеме на каждом шаге по времени выполняется фильтрация (17)–(18).

В третьем варианте решения задачи об изменении во времени донной поверхности вос-
пользуемся параболической формулировкой задачи (24)–(25) с начальными граничными усло-
виями (31), решаемой с помощью неявной центрально-разностной схемы с нелинейностью на
нижнем слое [Марчук, Агошков, 1981; Патанкар, 1984]:

(1 − ε)
ζn+1

i − ζn
i

Δt
=

1
2Δx

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣B

n
i+1/2

ζn+1
i+1 − ζ

n+1
i

Δx
− Bn

i−1/2

ζn+1
i − ζn+1

i−1

Δx

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ − Rn+1

i , (34)

где Bn
i+1/2 вычисляется по формуле

Bn
i+1/2 =

2B
(
ζn

i

)
B

(
ζn

i+1

)

B
(
ζn

i

)
+ B

(
ζn

i+1

) ,

Rn+1
i = q0

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Tn+1
i+1/2

(√∣∣∣∣Tn+1
i+1/2

∣∣∣∣ −
√

T0

)

− Tn+1
i−1/2

(√∣∣∣∣Tn+1
i−1/2

∣∣∣∣ −
√

T0

)

Δx

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Решение по неявной схеме обеспечивает получение устойчивого решения даже в случае несо-
блюдения условий (6) и (33).

Шаг сетки по пространству (Δx = 0.007 м) и времени (Δt = 0.005 с) выбирался таким
образом, чтобы удовлетворялось условие устойчивости (6) и не удовлетворялось условие устой-
чивости (33). Это типичный случай, с которым сталкиваются авторы, применяющие феноме-
нологические модели транспорта наносов для замыкания уравнения Экснера [Richards, Taylor,
1981; Fortunato, Oliveira, 2007].

Формы донной поверхности ζ, полученные из решения задачи по 1-му, 2-му и 3-му вари-
антам через 0.25 с после начала численного эксперимента, представлены на рис. 1 кривыми 1, 2
и 3 соответственно.

Как и следовало ожидать, решение задачи по первому варианту является численно неустой-
чивым и при увеличении расчетного времени решение разрушается (становится нефизичным).
Решения, полученные по второму и третьему вариантам, близки и имеют незначительное рас-
согласование в области, показанной в увеличенном фрагменте. Для определения зависимости
данного рассогласования от времени были выполнены численные расчеты задачи по второму
и третьему вариантам для более длительных временных промежутков. На рис. 2 и 3 показаны
решения через 1.5 и 1.8 с после начала численного эксперимента соответственно, кривой 2 по-
казано решение по второму варианту, кривой 3 — по третьему варианту. Сравнение графиков
на рис. 2 показывает, что использование второго варианта решения задачи приводит сначала
к увеличению искусственной вязкости в областях, где изменений дна не происходит (|T | ≤ T∗).
Из рис. 3 видно, что на 1.8 с расчета решение по второму варианту становится численно неусто-
чивым и разрушается. Во всех рассмотренных численных экспериментах решения, полученные
по третьему варианту, являются устойчивыми во всей расчетной области и соответствуют задан-
ному закону распределения напряжений (28).
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Рис. 1. Расчетные профили донной поверхности ζ через 0.25 с после начала численного эксперимента, по-
лученные с применением различных схем решения уравнения Экснера (1 — явной центрально-разностной
схемы, 2 — явной центрально-разностной схемы с фильтрацией, 3 — неявной центрально-разностной
схемы)

Рис. 2. Расчетные профили донной поверхности ζ через 1.5 с после начала численного эксперимента, по-
лученные с применением различных схем решения уравнения Экснера (2 — явной центрально-разностной
схемы с фильтрацией, 3 — неявной центрально-разностной схемы)
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Рис. 3. Расчетные профили донной поверхности ζ через 1.8 с после начала численного эксперимента, по-
лученные с применением различных схем решения уравнения Экснера (2 — явной центрально-разностной
схемы с фильтрацией, 3 — неявной центрально-разностной схемы)

Заключение

В работе выполнены обзор и анализ методов решения уравнения Экснера. Показано, что
использование феноменологических моделей транспорта наносов для замыкания уравнения Экс-
нера и его численного решения может приводить к возникновению неопределенностей, а также
не позволяет применить для решения уравнения Экснера эффективные и устойчивые численные
схемы.

Использование аналитической модели транспорта наносов для замыкания уравнения Экс-
нера приводит его к параболическому типу, что позволяет определить условие (26) для устой-
чивого решения задачи с использованием явной центрально-разностной схемы (32) или выбрать
для его решения неявную безусловно устойчивую схему (34).

При решении модельной задачи об эволюции дна показано, что использование условия
устойчивости (6) даже с применением фильтрации (17)–(18) не гарантирует устойчивого реше-
ния задачи по явной схеме (32), если не выполняется условие (26). Откуда следует вывод о том,
что условие Куранта (6), традиционно применяемое при замыкании уравнения Экснера феноме-
нологическими моделями транспорта наносов, не гарантирует устойчивости решения.

Для выполнения расчетов были использованы вычислительные ресурсы ЦКП «Центр дан-
ных ДВО РАН» [Сорокин и др., 2017].
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