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В статье представлены результаты исследования процессов миграции загрязнений от свалки твердых 

бытовых отходов (ТБО), расположенной в водоохранной зоне озера Селигер. Для изучения особенностей 
распространения загрязняющих веществ и определения миграционных параметров проведен комплекс 
полевых и лабораторных исследований в районе расположения свалки. Построена математическая модель, 
описывающая физико-химические процессы миграции веществ в почвогрунтовой толще. Процесс движе-
ния загрязняющих веществ обуславливается разнообразными факторами, оказывающими существенное 
влияние на миграцию ингредиентов ТБО, основными из которых являются: конвективный перенос, диф-
фузия и сорбционные процессы, которые учтены в математической постановке задачи. Модифицирован-
ная математическая модель отличается от известных аналогов учетом ряда параметров, отражающих сни-
жение концентрации ионов аммонийного и нитратного азота в грунтовых водах (транспирация корнями 
растений, разбавление инфильтрационными водами и т. д.). Представлено аналитическое решение по 
оценке распространения загрязнений от свалки ТБО. На основе математической модели построен ком-
плекс имитационных моделей, который позволяет получить численное решение частных задач: верти-
кальной и горизонтальной миграции веществ в подземном потоке. В ходе выполнения численных экспе-
риментов, получения аналитических решений, а также на основе данных полевых и лабораторных иссле-
дований изучена динамика распределения загрязнений в толще объекта исследования до озера. Сделан 
долгосрочный прогноз распространения загрязнений от свалки. В результате компьютерных и модельных 
экспериментов установлено, что при миграции загрязнений от свалки можно выделить ряд зон взаимодей-
ствия чистых грунтовых вод с загрязненными подземными водами, каждая из которой характеризуется 
различным содержанием загрязняющих веществ. Данные вычислительных экспериментов и аналитиче-
ских расчетов согласуются с результатами полевых и лабораторных исследований объекта, что дает осно-
вание рекомендовать предлагаемые модели для прогнозирования миграции загрязнений от свалки ТБО. 
Анализ результатов моделирования миграции загрязнений позволяет обосновать численные оценки уве-
личения концентрации ионов NH4

+ и NO3
– со временем функционирования свалки. Выявлено, что уже 

через 100 лет после начала существования свалки токсичные компоненты фильтрата заполнят все поровое 
пространство от свалки до озера, что приведет к существенному ухудшению экосистемы озера Селигер. 
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The article reports the findings of an investigation into pollution migration processes at the municipal solid 

waste (MSW) landfill located in the water protection zone of Lake Seliger (Tver Region). The distribution of 
pollutants is investigated and migration parameters are determined in field and laboratory conditions at the land-
fill site. A mathematical model describing physical and chemical processes of substance migration in soil strata 
is constructed. Pollutant migration is found to be due to a variety of factors. The major ones, having a significant 
impact on the migration of MSW ingredients and taken into account mathematically, include convective 
transport, diffusion and sorption processes. A modified mathematical model differs from its conventional coun-
terparts by considering a number of parameters reflecting the decrease in the concentration of ammonium and 
nitrate nitrogen ions in ground water (transpiration by plant roots, dilution with infiltration waters, etc.). An ana-
lytical solution to assess the pollutant spread from the landfill is presented. The mathematical model provides 
a set of simulation models helping to obtain a computational solution of specific problems, vertical and horizon-
tal migration of substances in the underground flow. Numerical experiments, analytical solutions, as well as field 
and laboratory data was studied the dynamics of pollutant distribution in the object under study up to the lake. 
A long-term forecast for the spread of landfill pollution is made. Simulation experiments showed that some 
zones of clean groundwater interact with those of contaminated groundwater during the pollution migration from 
the landfill, each characterized by a different pollutant content. The data of a computational experiments and 
analytical calculations are consistent with the findings of field and laboratory investigations of the object and 
give grounds to recommend the proposed models for predicting pollution migration from a landfill. The analysis 
of the pollution migration simulation allows to substantiate the numerical estimates of the increase in NH4

+ 
and NO3

– ion concentration with the landfill operation time. It is found that, after 100 years following the landfill 
opening, toxic filtrate components will fill the entire pore space from the landfill to the lake resulting in a signif-
icant deterioration of the ecosystem of Lake Seliger. 
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1. Введение 

Проблема образования и использования твердых бытовых отходов является наиболее акту-
альной среди всего комплекса вопросов, связанных с обеспечением экологической устойчивости 
территории. В результате различных процессов жизнедеятельности человека в почве городских 
поселений накапливаются различные органические и неорганические вещества, биологически 
активные компоненты. Основными источниками органических загрязнений являются бытовые 
отходы. Поэтому снижение негативного влияния полигонов твердых бытовых отходов (ТБО) яв-
ляется одной из актуальных и нерешенных проблем современных урбанизированных территорий. 

При взаимодействии ТБО с инфильтрующимися атмосферными осадками образуется 
фильтрат, который представляет собой высокотоксичную жидкость с минерализацией до 11–
17 г/л. Фильтрат попадает через почву и зону аэрации в горизонт грунтовых вод, что приводит 
к его загрязнению. 

На процесс распространения загрязняющих веществ в подземных и поверхностных водах 
влияет значительное количество факторов, многие из которых в настоящее время еще недоста-
точно изучены. К ним можно отнести конвективный перенос веществ потоком жидкости, моле-
кулярную диффузию, сорбционные процессы, химические реакции, транспирацию корнями 
растений, микробиологические процессы и т. д. [Иванов и др., 2012]. 

Для эффективного выбора мероприятий по защите экосистем от загрязнений, находящихся 
в фильтрате свалок ТБО и способных распространятся по каналам гидродинамических связей, 
возникает необходимость создания математических моделей для прогнозирования ареалов ми-
грации токсикантов при ограниченном количестве исходной информации. 

В большинстве случаев математические модели учитывают влияние основных в рассмат-
риваемых природных условиях факторов, а менее значительные (второстепенные или мало 
изученные) либо вообще не принимают во внимание, либо учитывают косвенно при определе-
нии гидрохимических параметров.  

Однако с возрастанием сложности математической модели растет число гидрохимиче-
ских параметров (коэффициентов уравнений), определение которых требует создания специ-
альных методик, включающих проведение целенаправленных полевых и лабораторных экспе-
риментов. 

Вместе с тем процесс распространения загрязнений от какого-либо источника реально 
происходит по трем измерениям. Математическое моделирование физико-химических процес-
сов в трехмерном пространстве требует больших временных затрат и информационных ресур-
сов. На практике принято путем схематизации природных условий упрощать математическую 
задачу, ограничившись рассмотрением групп двухмерных или одномерных математических 
моделей [Косов, 1994]. 

Использование для прогнозных расчетов более сложных математических моделей приво-
дит к увеличению стоимости проектно-изыскательских и исследовательских работ. Здесь сле-
дует искать разумный компромисс, соизмеряя эффект от более точного прогноза исследуемых 
процессов и отмеченное увеличение затрат. 

2. Обзор литературы 

Для решения задач количественного описания процессов миграции загрязнений в почво-
грунтах существует несколько подходов:  

• макроскопический, позволяющий представить систему в виде протяженной гомогенной 
среды, имеющей макроскопические характеристики, которые можно определить с по-
мощью методов математического и физического моделирования [Лаврик, 1982; Худ-
жиеров, 2004]; 

• микроскопический, основанный на описании процесса переноса веществ на уровне по-
рового пространства, детализируя структуру пористой среды; модели, получаемые на 
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основе данного подхода, часто называют математическими моделями с «двойной по-
ристостью» [Дворкин, 1968; Lindstrom, 1971; Мошинский, 2015]; 

• молекулярный, предполагает рассмотрение дисперсной системы как комплекса моле-
кул, ионов и атомов, взаимодействие которых подчиняется законам классической или 
квантовой механики [Чураев, 1990; Гамаюнов, 2004]. 

Для прогноза переноса веществ в почвогрунтах наибольший интерес представляет первый 
подход, который основан на представлении о движении жидкой фазы почвы как сплошной сре-
ды с осредненными характеристиками потоков компонентов этой фазы. Поэтому он был ис-
пользован для оценки миграции загрязнений в почвогрунтах. 

Анализ литературных источников показал, что к основным факторам, оказывающим  
существенное влияние на миграцию ингредиентов, относятся конвективный перенос, диффузия 
и сорбционные процессы.  

В природных условиях конвективный перенос осложняется гидродисперсией, молекуляр-
ной диффузией и обменными процессами, в результате на фронте движения раствора формиру-
ется переходная зона, отличительной особенностью которой является переменная концентра-
ция вещества по длине потока. Для определения суммарного влияния гидродисперсии и моле-
кулярной диффузии на перенос компонентов используется параметр 

м ( 1, 2, 3),i i iD D v iλ= + =  

где iD  — коэффициент конвективной диффузии, м2/сут; мD  — коэффициент молекулярной 
диффузии, м2/сут; iλ  — коэффициент гидродисперсии, м; iv  — проекции скорости фильтрации 
на оси координат, м/сут. 

Значения коэффициента конвективной диффузии iD  изменяются в интервале от k·10 
до k·10–3 м2/сут (1 ≤ k ≤ 10), тогда как мD  не превышает 10–4 м2/сут, поэтому им часто пренеб-

регают и принимают .i iD vλ≈  
Коэффициент конвективной диффузии зависит от таких параметров, как скорость течения 

жидкости в порах, извилистость путей миграции, соотношение объемов сквозных и застойных 
пор и др. В физико-химической гидродинамике выделяют коэффициенты продольной пр( )D  

и поперечной п( )D  диффузии, соответственно вдоль и поперек потока. В природных условиях 
распространение загрязнений часто достигает значительных ареалов, поэтому основное внима-
ние следует уделять вертикальным потокам влаги, т. е. одномерным потокам жидкости, что  
позволяет рассматривать продольный коэффициент гидродисперсии как ведущий расчетный 
параметр [Иванов, 1984]. 

С учетом указанных допущений миграция веществ в почве описывается системой уравне-
ний, представленной в источниках [Шульгин, 1972; Rolston, 2007; Матвеев и др., 2016]. 

( )
( )

2

2 ,

,

, , .

a

p

p p

C C C Nn D v
t x tx

N C C
t

C f N

β

α γ

⎧ ∂ ∂ ∂ ∂
= − −⎪ ∂ ∂ ∂∂⎪

⎪∂
= −⎨ ∂⎪

⎪ =
⎪
⎩

 

Здесь ( , ),C x t  ( , )N x t  — массовые концентрации компонентов в подвижном поровом растворе 
и в почвенном поглощающем комплексе (ППК) почвы соответственно; ,pC  pN  — те же пара-
метры в условиях равновесия; ( )v t  — скорость фильтрации; n — пористость почвы; D — ко-
эффициент конвективной диффузии; α, β, γ — экспериментальные константы обмена между 
раствором и твердой фазой почвы. 



Моделирование процессов миграции загрязнений от свалки твердых… 

 ______________________________________ 2020, Т. 12, № 2, С. 369–385 _____________________________________  

373

Первое уравнение системы выражает материальный баланс исследуемого вещества в эле-
менте почвенного слоя. Второе представляет собой уравнение кинетики массообмена вместе 
с изотермой сорбции, которое отражает механизм сорбционного процесса.  

В настоящее время для математического описания этих процессов используют изотермы 
типа Генри и Ленгмюра: 

a ,p
p

n
N

C
α
⋅

=   

( ) ( )
пр пр

пр
, ,р

p p
p p

N С N k
N C

k C N N

⋅ ⋅
= =

+ −
 

где ,pC  pN  — равновесные концентрации исследуемого вещества в поровом растворе и по-
глощающем комплексе; прN  — предельное содержание иона в ППК; an  — активная порис-
тость; α, k — экспериментальные постоянные. 

Впервые количественное исследование процесса конвективной диффузии в активных по-
ристых средах при наличии кинетики сорбции было проведено Лапидусом и Амудсеном [Lapi-
dus, Amudson, 1952], которые получили аналитическое решение системы уравнений (1), при 
граничном условии первого рода на концах полуограниченной толщи среды и равномерном 
начальном засолении модельной среды: 

 
( )

2
, 0 ,

, 0 ,

a

a

C C C Nn D v x
t x x t

N N n C x
t

β α

⎧ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − < <∞⎪⎪ ∂ ∂ ∂ ∂⎨

∂⎪ = − − ≤ ≤ ∞⎪ ∂⎩

 (1) 

где ( , )C x t  — концентрация сорбируемого иона в поровом растворе ммоль/дм3; ( , )N x t  — кон-
центрация того же иона в ППК, ммоль/дм3; 1 ( )v tβ β≈  — коэффициент скорости сорбционного 
обмена, 1/сут; 1 constβ =  — коэффициент пропорциональности 1/м; α — параметр распределе-
ния [Иванов, 1984]. 

Позднее отечественные ученые [Веригин, 1953; Аравин, 1954] предложили дифференци-
альное уравнение конвективной диффузии в частных производных для описания процессов пе-
ремещения и растворения солей в почвогрунтах. 

В дальнейшем исследования в области математического моделирования массопереноса 
веществ в подземных водах развиты в работах [Аверьянов, 1965; Шестаков, 1989] и многих 
других.  

Изучением процессов совместной миграции влаги и растворенных в ней веществ занимают-
ся многие исследователи [Кундас, 2011; Шеин, 2016] и другие. В ряде работ зарубежных [Prospe-
retti, 2009; Wu, 2015] и отечественных [Конюхов, 2004] авторов рассматриваются математические 
модели перемещения веществ в неоднородных водоносных пластах. В работе [Battiato, 
Tartakovsky, 2011] рассматривается перенос растворенного вещества, которое подвергается нели-
нейному гетерогенному влиянию. В некоторых исследованиях [Roubinet, Tartakovsky, 2013; You-
sefzadeh, Battiato, 2017; Molins, Knabner, 2019] предлагается использовать для моделирования 
процесса массопереноса многократное увеличение масштаба. Однако неоднородность диффузи-
онных условий в разных масштабах увеличивает число определяемых параметров модели. 

Для прогнозирования миграции загрязнений в почвогрунтах в работах [Молокова, 2008; 
Carrel et al., 2018] предлагаются трехмерные дифференциальные уравнения. Практическое при-
менение их ограниченно из-за большого числа параметров, необходимых для прогнозирования 
переноса веществ, зависящих от природы почвогрунта, природы ионов и т. д. Достоверное оп-
ределение этих показателей во многих случаях задача более сложная, чем прогнозирование ми-
грации веществ. 
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Школой профессора Д. Ф. Шульгина в Тверском государственном техническом универси-
тете [Шульгин и др., 1987; Шульгин, 1995] разработана двухмерная математическая модель 
процесса переноса солей фильтрационным потоком в почве, учитывающая не только сорбци-
онные явления, но и наличие тупиково-застойных зон, что позволяет решать как миграцион-
ные, так и гидродинамические задачи. 

В ряде работ зарубежных авторов [Mikailsoy, 2010; Микайылов, 2014] для исследований 
в области солепереноса в условиях стационарного водно-солевого режима почвогрунтов при-
меняются математические модели, предложенные в работах профессора Д. Ф. Шульгина. 

Использование различных математических моделей для прогнозирования миграции за-
грязнений требует знания гидрохимических параметров, являющихся коэффициентами диффе-
ренциальных уравнений. Отсутствие надежных методик их определения по данным полевых 
и лабораторных опытов ограничивает практическое применение многих из приведенных выше 
моделей для прикладных задач.  

3. Постановка задачи 

В статье рассматривается прогностическая модель миграции ингредиентов от свалки твер-
дых бытовых отходов в грунтовые воды, поступающих в озеро Селигер. 

В качестве модельного объекта выбрана свалка ТБО, расположенная в поселке Солнечный 
Осташковского района Тверской области, в 60–65 м от озера Селигер. По своим размерам и со-
ставу складируемых отходов объект относится к малым свалкам, а по условию эксплуатации 
классифицируется как насыпь, расположенная на поверхности земли. На свалке ежесуточно 
складируются твердые бытовые отходы: бытовой мусор, который включает в себя пищевые 
отходы, упаковочные материалы, пришедшие в негодность предметы домашнего обихода, от-
ходы от уборки и текущего ремонта квартир и т. п., а также мусор общественных зданий. 
В ближайшие годы консервация свалки ТБО не планируется. 

Уровень грунтовых вод в пробуренных скважинах на территории свалки близок к поверх-
ности земли и располагается в пределах 1.5–2.0 м. Геологический разрез верхней толщи в рай-
оне объекта представлен достаточно мощным слоем песчаных отложений озерно-аллювиаль-
ного происхождения [Иванов и др., 2012].  

Для экологического обоснования и информационного обеспечения математической моде-
ли в соответствии с реальными условиями объекта был проведен ряд полевых и лабораторных 
исследований. В результате для прогноза воздействия свалки на грунтовые и поверхностные 
воды в качестве основных загрязняющих веществ были выбраны аммонийный азот и нитрат-
ный азот, поскольку их концентрация в фильтрате по сравнению с другими веществами значи-
тельно превышает предельно допустимые концентрации (ПДК). 

Анализ гидрогеологических условий в районе свалки позволил сделать вывод, что раз-
грузка грунтовых вод под объектом исследований происходит в озеро Селигер. Фильтраци-
онный поток по направлению от свалки к озеру с достаточной точностью можно считать пря-
молинейным. Процесс передвижения загрязняющих веществ осложняется разнообразными 
факторами, основными из которых (оказывающими существенное влияние на миграцию ингре-
диентов) являются конвективный перенос, диффузия и сорбционные процессы. 

Распространение мигрантов в направлениях, перпендикулярных скорости фильтра-
ционного потока, определяемое механизмом молекулярной диффузии, происходит весьма  
медленно. На этом основании при модификации модели молекулярной диффузией в горизон-
тальном направлении можно пренебречь. Иначе за счет нее даже за достаточно большой про-
межуток времени незначительно изменится ширина загрязненного потока грунтовых вод  
с соответствующим уменьшением концентрации ингредиентов по краям потока. Такое допу-
щение при прогнозных расчетах незначительно уменьшит ширину участка выклинивания за-
грязненного потока в озеро и не исказит расчетное валовое поступление загрязняющих веществ 
в водоем. 



Моделирование процессов миграции загрязнений от свалки твердых… 

 ______________________________________ 2020, Т. 12, № 2, С. 369–385 _____________________________________  

375

С другой стороны, диффузионным (хотя также весьма медленным) распространением ин-
гредиентов вглубь почвогрунтовой толщи пренебрегать нельзя, так как этот процесс определяет 
мощность загрязненного потока грунтовых вод. Недостаточно точный учет этого фактора мо-
жет существенно исказить расчетное поступление загрязнений в озеро. Такая молекулярная 
диффузия учтена при математическом моделировании миграции загрязнений по вертикали, 
проведенной в исследовании.  

Описанные процессы и соответствующие допущения в равной мере учитывались при ма-
тематическом моделировании миграции обоих выделенных ингредиентов. Укажем индивиду-
альные свойства ионов NO3

– и NH4
+. 

Положительно заряженные ионы (к ним относится выделенный нами ион NH4
+) активно 

участвуют во взаимодействии с почвенным поглощающим комплексом (ППК). С достаточной 
для практики точностью это взаимодействие может быть учтено при помощи уравнения кине-
тики обмена с линейной изотермой сорбции (типа Генри). В отличие от ионов NH4

+ ионы NO3
–

практически не сорбируются ППК, состоящим главным образом из отрицательно заряженных 
частиц коллоидной фракции почвогрунта. 

Наряду с этим, как уже отмечалось, в анаэробных условиях имеют место процессы транс-
формации нитратной формы азота в аммонийную, которые также учтены в процессе математи-
ческого моделирования. 

В математическую модель включены члены k1С2 и k2С1, учитывающие процессы, сни-
жающие количественные значения концентраций ионов в грунтовых водах (транспирация кор-
нями растений, разбавление инфильтрационными водами и т. д.). 

3.1. Математические модели процессов миграции загрязнений от свалки ТБО 
Для прогноза горизонтального переноса ингредиентов в направлении фильтрационного 

потока (рис. 1) была использована система дифференциальных уравнений (2), которая допол-
нена параметрами, учитывающими процессы трансформации вещества, транспирации корнями 
растений, разбавления инфильтрационными водами.  
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Рис. 1. Расчетная схема к описанию горизонтального распространения загрязняющих веществ в грунто-
вых водах: v — скорость фильтрации, м/сут; С1(х, t), С2(х, t) — концентрация ионов NH4

+ и NO3
– соответ-

ственно в поровом растворе, мг/л; Cn1, Cn2 – концентрация ионов NH4
+ и NO3

– в поровом растворе, посту-
пающем через сечение х = 0, мг/л; L — протяженность потока до озера, м 

 

2
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1
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,

( ),

.

a

a
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⎪ ∂ ∂ ∂
= − −⎪

∂ ∂∂⎩

 (2) 

Здесь введены следующие обозначения: 1( , )C x t  — концентрация ионов NH4
+ поровом раство-

ре, мг/л; 2 ( , )C x t  — концентрация ионов NO3
– в поровом растворе, мг/л; 1( , )N x t  — количество 
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ионов NH4
+, сорбированное твердой фазой почвогрунта, г/м3; х — горизонтальная  

координата, м; м11 1 | |D vD λ+=  — коэффициент конвективной диффузии ионов NH4
+, м2/сут; 

м22 2 | |D vD λ+=  — коэффициент конвективной диффузии ионов NO3
–, м2/сут; м1,D  м2D  — 

коэффициенты молекулярной диффузии соответствующих ионов, м2/сут; 1,λ  2λ  — параметры 
гидродисперсии, м; v — скорость фильтрации, м/сут; an  — активная пористость грунта; β — 
коэффициент скорости сорбционного обмена, сут–1; α — коэффициент распределения; k1 — ко-
эффициент скорости трансформации, сут–1; k2 — эмпирический коэффициент, учитывающий 
процессы, приводящие к снижению концентрации иона NH4

+ в поровом растворе за счет транс-
пирации корнями растений, разбавления инфильтрационными водами, сут–1; t — время, сут. 

Распространение загрязняющих веществ по вертикали (рис. 2) вглубь почвогрунтовой 
толщи описывается системой уравнений (3): 

 ( )

2
2 1 1

м1 1 22

1
1 1

2
2 2

м2 1 22

,

,

.

a

a

a

C C Nn D K C
t tz

N N n C
t

C Cn D K C
t z

β α

⎧ ∂ ∂ ∂
= − +⎪

∂ ∂∂⎪
⎪∂⎪ = − −⎨
∂⎪

⎪ ∂ ∂
= −⎪

∂ ∂⎪⎩

  (3) 

Здесь z — вертикальная координата, отсчитываемая от поверхности грунтовых вод и ориенти-
рованная вниз. Остальные обозначения имеют прежний смысл. 

 
Рис. 2. Расчетная схема к описанию вертикальной миграции загрязняющих веществ в грунтовых водах: 
С1(z, t), С2(z, t) — концентрация ионов NH4

+ и NO3
– соответственно, мг/л; z — вертикальная координата 

3.2. Постановка краевых задач 
Для получения аналитического и численного решения по построенным математическим 

моделям (2) и (3) процессов распространения загрязнений определены начальные и граничные 
условия. 

Начальные условия системы уравнений (2): 

 1 10 2 20 1 10 a( ), ( ,0) ( ), ( ,0) ( ) /0: ( ,0) ,x C x C x N x C xC nt x C α= = ⋅= =   (4) 

где 10 ( ),C x  20 ( )C x  — начальные распределения концентрации ионов NH4
+ и NO3

– в поровом 
растворе, мг/л. 
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Граничные условия системы уравнений (2): во входном сечении потока ( 0)x =  задается 
условие третьего рода, выражающее материальный баланс вещества через сечение ( 0)x =  
с учетом конвективного переноса и дисперсии; на второй границе потока ( )x L=  задается ус-
ловие второго рода, учитывающее отсутствие возврата загрязняющего вещества, где L — про-
тяженность потока до озера: 

 
1 1 1 1

2 2 2 2

1 2

0: [ (0, ) ] [ (0, ) / ],
0 [ (0, ) ] [ (0, ) / ],

: ( , ) / 0, ( , ) / 0,

n

n

x C t C v D C t x
t C t C v D C t x

x L C L t x C L t x

= − ⋅ = ∂ ∂⎧
⎪> − ⋅ = ∂ ∂⎨
⎪ = ∂ ∂ = ∂ ∂ =⎩

  (5) 

где 1nC  — концентрация ионов NH4
+ поровом растворе, поступающем через сечение 0,x =  мг/л; 

2nC  — концентрация ионов NO3
– в поровом растворе, поступающем через сечение 0,x =  мг/л.  

При проведении расчетов за начальный момент времени ( 0)t =  принят момент начала 
функционирования свалки ТБО (1947 год). При этом для начального момента грунтовые воды 
считались незагрязненными. Начальные концентрации ионов NH4

+ и NO3
– в поровом растворе 

были приняты равными фоновым концентрациям. 
Начальные условия системы уравнений (3): 

 1 10 2 20 1 10 a( ), ( ,0) ( ), ( ,0) ( ) /0: ( ,0) .z C z C z N z C zC nt z C α= = ⋅= =   (6) 

Граничные условия системы уравнений (3): на верхней границе почвогрунтовой толщи 
( 0)x =  задается условие первого рода, учитывающее зависимость концентрации вещества от 
времени; на нижней границе принимается условие второго рода, поскольку покровная толща на 
глубине L подстилается хорошо проницаемым дренирующим пластом: 

 1 21 2

1 2

0: (0, ) , (0, ) ,
0

: ( , ) / 0, ( , ) / 0.
n nz C t C C t C

t
z L C L t z C L t z

= = =⎧⎪> ⎨
= ∂ ∂ = ∂ ∂ =⎪⎩

 (7) 

Здесь z — вертикальная координата, отсчитываемая от поверхности грунтовых вод и ориенти-
рованная вниз; L — протяженность области фильтрации, м. Остальные обозначения имеют 
прежний смысл. 

Численное решение приведенных выше краевых задач осуществлялось методом конеч-
ных разностей, с использованием консервативной конечно-разностной схемы [Самарский, 
1983].  

3.3. Решение задачи миграции загрязнений от свалки ТБО 
Точное решение задачи миграции (2) в условиях (4)–(5) получено с помощью интегрально-

го преобразования Лапласа в виде 

 ( ) ( )1 2
1 2 0 3 4

1 1, 2 .
2 2

v x
z z t D

nС x t C e erfc e erfc C e e erfc erfcγφ φ φ φ
′⋅

′− ⋅ ′
⎛ ⎞
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⎜ ⎟
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  (8) 

Здесь введены следующие обозначения: 
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1 ;er rffc eη η= −  2

0

2 ueerf du
η

η
π

−= ∫  — интеграл вероятности, причем ( ) 2 ;erfc erfη η− = −  

erf η  — табулированная функция. 
Заметим, что выражение (8) при определенных условиях можно упростить. Так, при  

достаточно больших значениях времени t и координаты x 
D

vx ⋅⎛
′
′ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 члены 1
1

ze erfcφ  

и 3

x v
De erfcφ
′⋅
′  становятся весьма малыми, и ими можно пренебречь. Кроме того, при малых 

значениях 1ε  в выражении для φ2 можно положить ( )0.51 1,ε+ ≈  а в выражении для 2 ,z  

разлагая ( )0.51 1 ε− +  в ряд Тейлора и удерживая первые два члена разложения, можно при-

нять ( )0.51 1 0.5 .ε ε− + ≈ −  
В результате сделанных допущений решение задачи (2) при условиях (4)–(5) примет более 

простой вид: 

( ) ( )
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,
, 1 ,

2

x
t tV
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C x t C CerfcC x t С е C e e
C С C С C
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где ( , ),С x t  ( , ),C x t  0 ,C  nC  — соответственно относительная концентрация, концентрация  
вещества в подвижном поровом пространстве (фильтрате), начальная (фоновая) и концентра-
ция во входном растворе; γ — коэффициент скорости поглощения вещества почвогрунтом,  
сут–1 [Косов, 1998]. 
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2 uerfc e du
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η
π

−= ∫  — интеграл вероятности, причем ( ) 2 ;erfc erfcη η− = −  

( ) ( );erfc erfcη η− =  erfcη  — табулированная функция [Косов, 1994; Шестаков, 1989]. 
В случае распространения консервативного сорбируемого вещества ( 0,γ =  а э )n n≤  в лю-

бом створе потока в момент времени t формула (8) примет вид [Косов, 1998] 

( ) ( ) 0

0

, 1, .
2 2п

C x t C x v tС x t erfc
C С D t

− ′−⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟− ′⎝ ⎠

 

При а эn n=  ( )α = ∞  имеем случай несорбируемого мигранта. 
Для неконсервативного вещества ( 0)γ ≠  и при равенстве нулю его фоновой концентрации 

в пласте 0( 0)C =  при решении (8) получим 

( , ) 1( , ) .
2 2

t
v

п

C x t x v tС x t у erfc
C D t

γ− ⋅ ′−⎛ ⎞= = ⎜ ⎟′⎝ ⎠
 

Аналитическое решение задачи распространения загрязнений свалки ТБО было получено 
с использованием параметров миграции сорбируемых и несорбируемых ингредиентов, полу-
ченных в рамках полевых и лабораторных исследований объекта. 
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4. Полевые и лабораторные исследования миграции загрязнений 
от свалки ТБО 

Для прогноза продвижения загрязнений в водоносных пластах и количественной оценки 
процесса взаимодействия загрязненных вод с природными подземными водами с помощью  
математических моделей требуются достоверные гидродинамические и физико-химические 
параметры пласта, а также реальные данные о составе естественных подземных и загрязняю-
щих вод. 

В районе изучаемого полигона вскрытая мощность песков составляет порядка 13 м; мощ-
ность водоносного горизонта составляет около 15–16 м. По данным наших экспериментов на 
монолитах грунта, отобранных на участке между границей свалки и урезом озера Селигер, ко-
эффициент фильтрации имеет высокое значение, порядка 11.4–18.2 м/сут. Уровень грунтовых 
вод в пробуренных скважинах фиксируется близко к поверхности земли и располагается в ин-
тервале 1.5–2.0 м. 

В Тверском государственном техническом университете (ТвГТУ) разработан ряд методик 
по определению параметров миграции загрязняющих веществ в почвогрунтовой толще для по-
следующего их использования в математических моделях по прогнозированию возможного 
распространения ингредиентов с шламохранилищ, полигонов промышленных и бытовых отхо-
дов [Косов, 1994]. В рамках полевого эксперимента для получения фильтрационных и гидро-
химических параметров, были отобраны монолиты грунта ненарушенной структуры на разном 
расстоянии от свалки до озера.  

Для определения гидрохимических параметров в гидроэкологической лаборатории ТвГТУ 
была проведена серия экспериментов по промывке отобранных на объекте исследования моно-
литов грунта раствором хлористого калия. По результатам каждого эксперимента строились 
две выходные кривые — для хлор-ионов и иона калия. Анализ выходных кривых выполнялся 
с помощью алгоритмов, разработанных в ТвГТУ [Иванов, 2018]. В результате были получены 
осредненные гидрохимические параметры модели. 

Кроме того, был произведен отбор проб грунтовых вод в скважинах. Анализ проб воды 
был выполнен на вещества, представляющие наибольший интерес при прогнозировании рас-
пространения их в водоносном пласте, то есть на содержание в фильтрате аммонийного азота, 
нитратного азота, хлоридов, сульфатов, калия. 

Результаты лабораторных анализов отобранных проб грунтовых вод позволили подтвер-
дить выбор аммонийного азота и нитратного азота в качестве основных ингредиентов при про-
гнозе воздействия свалки на подземные воды, поскольку их содержание в исследуемом фильт-
рационном потоке значительно превышает предельно допустимые концентрации (ПДК). Кроме 
того, дополнительное поступление иона аммония с грунтовыми водами со свалки может спо-
собствовать бурному развитию фитопланктона в летний период и так называемому «цветению» 
озера. В зимний период поступление аммония также нежелательно, поскольку будет токсично 
для гидробионтов и ихтиофауны. 

5. Анализ модельных решений и прогноз динамики загрязнения 

Прогноз распространения основных ингредиентов (ионов NH4 
+ и NO3

–) в подземных водах 
осуществлялся с помощью построенных выше математических моделей (2)–(3) при усло-
виях (4)–(7). Нами разработан алгоритм численного решения данных краевых задач с использо-
ванием консервативной разностной схемы повышенной точности. Для проведения конкретных 
вариантов расчетов в соответствии с разработанным алгоритмом построена имитационная  
модель. 

Расчеты осуществлялись по следующей схеме. Вначале с использованием соответствую-
щей математической модели (3) при условиях (6)–(7) было рассчитано распространение ингре-
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диентов по вертикали вглубь почвогрунтовой толщи. Для любого момента времени t можно 
построить эпюру распределения концентрации по глубине для каждого из двух рассматривае-
мых ионов. Оценка распространения загрязнений вглубь почвогрунтовой толщи на период дли-
тельностью до 100 лет позволила установить характер распределения ионов NH4

+ и NO3
– по 

глубине и выяснить зависимость приведенной глубины миграции рассматриваемых веществ от 
времени функционирования свалки. Соответствующие графики глубины распространения от 
времени для рассматриваемых веществ показаны на рис. 3. Различие в графиках можно объяс-
нить тем, что при миграции в подземных водах нитратный азот не сорбируется почвой, а аммо-
нийный азот частично удерживается ППК. 

Для прогноза горизонтального распространения аммонийного азота также выполнен вы-
числительный эксперимент и получено аналитическое решение задачи. Сделан сравнительный 
анализ модельных результатов с данными полевых и лабораторных экспериментов в районе 
свалки ТБО. 

 
Рис. 3. Зависимость приведенной глубины распространения аммонийного азота и нитратного азота от 
времени 

В результате исследований получено, что концентрация нитратного азота на всем протя-
жении исследуемого фильтрационного потока значительно меньше ПДК, поэтому для прогноз-
ных расчетов в дальнейшем будут анализироваться данные только для аммонийного азота. 

Моделирование миграции аммонийного азота позволило установить динамику распреде-
ления ингредиентов в почвогрунтовой толще исследуемого объекта в зависимости от времени 
существования свалки (50 лет, 75 лет, 100 лет). 

В результате анализа данных прогнозных расчетов на период времени 50 лет установлено, 
что на кривых, характеризующих миграцию аммонийного азота в почвогрунтовой толще (рис. 4), 
полученных и для численного, и для аналитического решения, можно выделить три зоны: зона 
с максимальным загрязнением подземных вод, где содержание аммонийного азота приближается 
к его концентрации в фильтрате (64 мг/л); переходная зона, где происходит смешение загрязнен-
ных вод с чистыми грунтовыми водами; зона с наименьшим загрязнением подземных вод, где 
содержание ингредиента близко к его фоновым значениям в подземных водах (1.3 мг/л).  

Следует отметить, что численный эксперимент показал, что фронт загрязнения грунтовых 
вод с максимальной концентрацией распространяется на расстоянии примерно 20 м от свалки 
ТБО, тогда как при аналитическом решении это расстояние составляет порядка 30 м. При поле-
вом исследовании максимальное продвижение загрязнений выявлено на расстояниях, не пре-
вышающих 10 м от границы свалки. 

При этом миграция веществ происходит со скоростью, меньшей скорости движения поро-
вого раствора, что объясняется буферным свойствам почвы (по мере продвижения в почве 
с фильтрационным потоком аммонийный азот поглощаются ППК). 
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Результаты моделирования горизонтального переноса аммонийного азота на период вре-
мени 75 лет (рис. 5), что примерно соответствует прогнозу загрязнения подземных вод в на-
стоящий период времени, позволяют сделать вывод о том, что на кривых, характеризующих 
распространение аммонийного азота в почвогрунтовой толще на расстоянии примерно 25 м 
(при численном решении) и 40 м (при аналитическом решении), можно выделить зону мак-
симального загрязнения грунтовых вод, с концентрацией, близкой к содержанию аммония 
в фильтрате. Следует отметить, что результаты полевого и лабораторного исследования не-
сколько в большей степени согласуются с данными численного эксперимента. 

На основании численного моделирования и аналитического решения задачи миграции ам-
монийного азота (рис. 6) можно сделать вывод о том, что через 100 лет с момента существова-
ния объекта исследования ионы аммония заполнят поровое пространство между свалкой и озе-
ром с предельной концентрацией 64 мг/л. 

 
Рис. 4. Результаты полевых исследований и прогнозных расчетов миграции аммония в районе свалки 
ТБО через 50 лет 

 
Рис. 5. Результаты прогнозных расчетов миграции аммония в районе свалки ТБО через 75 лет (настоящее 
время) 

 
Рис. 6. Результаты прогнозных расчетов миграции аммония в районе свалки ТБО через 100 лет  
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6. Заключение 

Для решения актуальной экологической задачи предложена двухмерная система диффе-
ренциальных уравнений, позволяющая установить динамику распределения компонентов 
фильтрата (аммонийного азота и нитратного азота) свалки в почвогрунтовой толще.  

Представлен эффективный вычислительный алгоритм решения задачи переноса загрязне-
ний в подземном потоке от свалки ТБО с использованием консервативной разностной схемы, 
позволяющий наиболее точно учитывать геометрию моделируемых объектов.  

Установлено, что существенное влияние на скорость продвижения фронта загрязнений 
оказывают процессы трансформации вещества, учитываемые в модификации математической 
модели эмпирическими коэффициентами k1 и k2. 

Разработан специализированный моделирующий программный комплекс для компьютер-
ной реализации модели миграции загрязнений от свалки ТБО при различных начально-гранич-
ных условиях с целью получения прогнозных значений. 

Показано, что в ближайшие годы не предвидится существенного увеличения загрязнения 
вод озера Селигер в районе свалки ТБО за счет поступления загрязняющих веществ с выклини-
вающимся в озеро фильтрационным потоком.  

Результаты вычислительных экспериментов и аналитических расчетов согласуются 
с данными полевых и лабораторных исследований объекта, что дает основание рекомендо-
вать предлагаемые математические модели для прогнозирования миграции загрязнений от 
свалки ТБО. 
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