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В данной работе приводится обзор исследований, посвященных нелинейной супратрансмиссии и сопутствую-
щим явлениям. Данный эффект заключается в передаче энергии на частотах, не поддерживаемых рассматриваемыми
системами. Супратрансмиссия не зависит от интегрируемости системы, устойчива к демпфированию и различным
классам граничных условий. Кроме того, нелинейная дискретная среда при некоторых общих условиях, наклады-
ваемых на структуру, может создавать неустойчивость, обусловленную внешним периодическим воздействием. Она
является порождающим процессом, лежащим в основе нелинейной супратрансмиссии. Это возможно, когда систе-
ма поддерживает нелинейные моды различной природы, в частности дискретные бризеры. Тогда энергия проникает
в систему, как только амплитуда внешнего гармонического возбуждения превышает максимальную амплитуду стати-
ческого бризера той же частоты.

Эффект нелинейной супратрансмиссии является важным свойством многих дискретных структур. Необходи-
мыми условиями для его существования являются дискретность и нелинейность среды. Его проявление в системах
различной природы говорит о его фундаментальности и значимости. В данном обзоре рассмотрены основные работы,
затрагивающие вопрос нелинейной супратрансмисии в различных системах, преимущественно модельных.

Многими авторскими коллективами ведутся исследования данного эффекта. В первую очередь это модели, опи-
сываемые дискретными уравнениями, в том числе sin-Гордона и дискретным нелинейным уравнением Шрёдингера.
При этом эффект не является исключительно модельным и проявляет себя в натурных экспериментах в электриче-
ских цепях, в нелинейных цепочках осцилляторов, а также в метастабильных модульных метаструктурах. Происходит
поэтапное усложнение моделей, что приводит к более глубокому пониманию явления супратрансмиссии, а переход
к разупорядоченным и с элементами хаоса структурам позволяет говорить о более тонком проявлении данного эффек-
та. Численные асимптотические подходы позволяют исследовать нелинейную супратрансмиссию в сложных неинте-
грируемых системах. Усложнение всевозможных осцилляторов, как физических, так и электрических, актуально для
различных реальных устройств, базирующихся на подобных системах. В том числе в области нанообъектов и транс-
порта энергии в них посредством рассматриваемого эффекта. К таким системам относятся молекулярные, кристалли-
ческие кластеры и наноустройства. В заключении работы приводятся основные тенденции исследований нелинейной
супратрансмиссии.
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This paper provides an overview of studies on nonlinear supratransmission and related phenomena. This effect consists
in the transfer of energy at frequencies not supported by the systems under consideration. The supratransmission does not
depend on the integrability of the system, it is resistant to damping and various classes of boundary conditions. In addition,
a nonlinear discrete medium, under certain general conditions imposed on the structure, can create instability due to external
periodic influence. This instability is the generative process underlying the nonlinear supratransmission. This is possible when
the system supports nonlinear modes of various nature, in particular, discrete breathers. Then the energy penetrates into the
system as soon as the amplitude of the external harmonic excitation exceeds the maximum amplitude of the static breather
of the same frequency.

The effect of nonlinear supratransmission is an important property of many discrete structures. A necessary condition
for its existence is the discreteness and nonlinearity of the medium. Its manifestation in systems of various nature speaks
of its fundamentality and significance. This review considers the main works that touch upon the issue of nonlinear
supratransmission in various systems, mainly model ones.

Many teams of authors are studying this effect. First of all, these are models described by discrete equations, including
sin-Gordon and the discrete Schrödinger equation. At the same time, the effect is not exclusively model and manifests itself in
full-scale experiments in electrical circuits, in nonlinear chains of oscillators, as well as in metastable modular metastructures.
There is a gradual complication of models, which leads to a deeper understanding of the phenomenon of supratransmission,
and the transition to disordered structures and those with elements of chaos structures allows us to talk about a more
subtle manifestation of this effect. Numerical asymptotic approaches make it possible to study nonlinear supratransmission
in complex nonintegrable systems. The complication of all kinds of oscillators, both physical and electrical, is relevant for
various real devices based on such systems, in particular, in the field of nano-objects and energy transport in them through the
considered effect. Such systems include molecular and crystalline clusters and nanodevices. In the conclusion of the paper,
the main trends in the research of nonlinear supratransmission are given.
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1. Введение

Нелинейные дискретные структуры могут порождать множество различных эффектов, обу-
словленных характером связей частиц системы. В данном обзоре рассматриваются достижения
исследований, посвященных эффекту нелинейной супратрансмиссии (НСТ), суть которого за-
ключается в передаче энергии на частотах, не поддерживаемых рассматриваемыми системами.
Первой публикацией, посвященной этой проблеме, считается работа [Geniet, Leon, 2002], основы
для которой были заложены годом ранее в [Caputo, Leon, 2001]. В работе было сформулировано
правило возбуждения волн в дискретной цепочке для передачи энергии на частотах вне спектра
системы. Оно состоит в том, что энергия проникает в систему, как только амплитуда внешнего
гармонического возбуждения превышает максимальную амплитуду статического бризера той же
частоты.

Здесь следует обратиться к понятию дискретного бризера (ДБ) для более детального по-
нимания механизма передачи энергии. В общем случае под ДБ понимают пространственно ло-
кализованные, строго периодические колебательные моды большой амплитуды в нелинейных
дискретных системах [Flach, Willis, 1998]. Существование ДБ как периодических во времени
решений, локализованных в дискретном пространстве, впервые было строго доказано в рабо-
те [MacKay, Aubry, 1994] для бесконечных цепочек локально диффузионно связанных нели-
нейных осцилляторов. Этому феномену посвящено множество работ, затрагивающих теорети-
ческие, прикладные и экспериментальные аспекты [Aubry, 1997; Flach, Gorbach, 2008; Manley,
2010; Zakharov, Korznikova, Dmitriev, 2017; Abdullina et al., 2019]. Многообразие систем, поддер-
живающих ДБ, привело к обсуждению их вклада в различные свойства дискретных структур,
в том числе в макроскопические [Захаров и др., 2016; Savin, Korznikova, Dmitriev, 2022; Заха-
ров и др., 2017]. Например, в одной из последних работ показан вклад бризеров в теплоемкость
кристаллов [Singh et al., 2021].

Выделяют множество различных типов ДБ. Классифицировать дискретные бризеры можно
по ряду признаков: по размерному фактору, по симметрии, подвижности, типу нелинейности
и т. д. Так говорят о нульмерных, одномерных, двумерных и трехмерных возбуждениях. Удается
получить как стационарные, так и движущиеся дискретные бризеры [Cuevas-Maraver, Chacon,
Palmero, 2016]. По типу нелинейности выделяют ДБ с жестким и мягким типом. К первому
относятся возбуждения, когда с ростом амплитуды растет частота колебаний. Такие ДБ могут
быть обнаружены в виде мод выше оптической ветви фононного спектра либо при возбуждениях
высокоамплитудных колебаний тяжелой компоненты решетки и отщеплении частоты колебаний
от акустической ветви в запрещенную зону спектра [Korznikova et al., 2020].

В контексте рассматриваемой проблематики говорить о дискретных бризерах в сложных
системах, как в реальных, так и модельных, нужно с некоторой оговоркой. Дело в том, что стро-
го периодический во времени объект получается при численном моделировании или натурном
эксперименте лишь в случае идеальной настройки начальных условий задачи Коши на неко-
торое многообразие малой размерности в многомерном пространстве всех возможных началь-
ных значений координат отдельных частиц и их скоростей [Chechin, Dzhelauhova, Mehonoshina,
2006]. Такую точную настройку трудно осуществить даже при проведении вычислительного
эксперимента. Тем более это практически невозможно сделать при постановке любых физиче-
ских экспериментов, особенно в тех случаях, когда бризероподобные объекты возникают спон-
танно [Ryabov et al., 2020; Shepelev et al., 2020; Sato, Hubbard, Sievers, 2006]. Более подробно
о природе дискретных бризеров можно ознакомиться в обзорных работах по данной тематике,
например в работе [Дмитриев и др., 2016].

Таким образом, F.Geniet и J. Leon подчеркивают роль локализованных возбуждений в пе-
редаче энергии вглубь системы от очага периодического воздействия. Развивая данную тематику
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в своих последующих работах [Geniet, Leon, 2003; Leon, 2003; Leon, Spire, 2004; Leon, 2007], ав-
торы делают вывод о том, что выявленный эффект обладает универсальностью и может быть рас-
пространен на любые дискретные системы с запрещенной частотной зоной различной природы.
Супратрансмиссия не зависит от интегрируемости системы, устойчива к демпфированию и раз-
личным классам граничных условий. Кроме того, нелинейная дискретная среда при некоторых
общих условиях, накладываемых на структуру нелинейности, может создавать неустойчивость
затухающего профиля, обусловленного внешним периодическим воздействием. Эта неустойчи-
вость является порождающим процессом, лежащим в основе нелинейной супратрансмиссии. Это
возможно, когда система поддерживает нелинейные моды различной природы.

Более расширенно подход к нелинейным дискретным структурам осуществлен в работе
о численных методах со свойствами согласованности в области энергий для класса диссипатив-
ных нелинейных волновых уравнений с приложениями к краевой задаче Дирихле [Macı́as-Dı́az,
2009]. Здесь показано, что процесс нелинейной супратрансмиссии отсутствует в средах, описы-
ваемых незатухающими радиально-симметричными уравнениями синус-Гордона, таким образом
доказано, что не каждая нелинейная система с запрещенной зоной может поддерживать этот про-
цесс. Далее произведено обобщение на N-мерные нелинейные уравнения, которые различными
способами выражают количественную модель, описывающую дискретные массивы, состоящие
из связанных гармонических осцилляторов. Путем использования нелинейной супратрансмис-
сии можно добиться контролируемого распространения волновых сигналов. С развитием данно-
го направления были изучены нелинейные системы самой разнообразной природы, построено
большое количество моделей и теорий, к которым мы обратимся в следующих разделах данного
обзора.

2. Математические модели и сущность эффекта супратрансмиссии для
различных дискретных систем

Первые модели представляли собой простейшие одномерные цепочки осцилляторов. В ра-
боте [Geniet, Leon, 2002] рассматривается цепочка sin-Гордона:

ün − c2(un+1 − 2un + un−1) + sin un = 0. (1)

Граничные условия налагались следующие: n > 0 (т. е. полубесконечная прямая), u0(t) —
гармоническая функция внешнего воздействия на край цепочки осцилляторов, un(0) — началь-
ные координаты, u̇n(0) — скорости. При данных условиях уравнение имеет точное стационарное
решение в виде бризера, найденное с помощью обратной задачи рассеяния [Захаров и др., 1980]:

u = 4 arctg

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
1 − w2 cos(wt)

w ch
(√

1 − w2x
)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (2)

для которого дисперсионное соотношения будет иметь вид w2 = 1 + 2c2(1 − cos(k)).
Варьируя начальные условия, можно добиться ситуации, при которой будет возникать пе-

редача энергии на запрещенных частотах для данной системы. Важно отметить, что дискретные
бризеры аккумулируют энергию внешнего воздействия. Возникновение эффекта супратрансмис-
сии возможно при значениях амплитуды, превышающих некоторое пороговое значение.

Аналогичные результаты получены для нелинейной цепочки Клейна – Гордона, где система
описывается гамильтонианом:

Hn =
1
2

u̇2
n +

c2

2
(un+1 − un)2 + V(un). (3)
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Здесь авторы работ [Geniet, Leon, 2002; Geniet, Leon, 2003] показали, что имеет место
эффект супратрансмиссии, несмотря на то что модель не имеет точного решения в виде дис-
кретного бризера. В работе [Leon, 2003] в качестве причин проявления данного эффекта го-
ворится о неустойчивом состоянии, порожденном внешним периодическим воздействием. Эта
неустойчивость является порождающим процессом, лежащим в основе нелинейной супратранс-
миссии. В этой работе рассмотрен ряд моделей, опирающихся на экспоненциальный потенциал
и потенциал Эккарта, а также ранее рассмотренную модель sin-Гордона. Как в этой работе, так
и последующей [Leon, Spire, 2004] продолжается обсуждение появления нестабильности и, как
следствие, возникновения солитоноподобного возмущения.

В 2021 году впервые было показано, что явление НСТ присутствует в дробных по време-
ни уравнениях sin-Гордона с демпфированием. Однако полностью в дробном варианте волны,
прошедшей в среду, затухает, даже когда проявляется эффект НСТ [Macı́as-Dı́az, 2021; Macı́as-
Dı́az, Bountis, 2021]. Для близкой по смыслу модели [Pechac, Frazier, 2021] численно исследуем
явление НСТ в активной нелинейной системе, моделируемой одномерным/двумерным дискрет-
ным уравнением синус-Гордон с нелокальной обратной связью. Авторами выявлено, что могут
проявляться два режима. Один — с единственным порогом по амплитуде, второй, в случае вклю-
чения нелокальной обратной связи, показывает наличие нескольких порогов по амплитуде для
проявления супратрансмиссии.

Выводы, сделанные в работах [Geniet, Leon, 2003; Leon, 2003; Leon, Spire, 2004; Leon,
2007], привели к моделям на базе дискретного нелинейного уравнения Шрёдингера [Khomeriki,
2004; Susantot, 2008; Tchinang Tchameu, Tchawoua, Togueu Motcheyo, 2016], а также к перспек-
тивам практического применения данного эффекта в оптических волноводах. Показано, что ре-
шетка оптических волноводов может стать прозрачной для пучка, если его интенсивность будет
превышать некоторое пороговое значение. Рассмотрим более подробно полученные результаты
для этого случая. Запишем уравнение Шрёдингера:

i
∂ψ j

∂z
+ ψ j+1 + ψ j−1 + 2|ψ j |2ψ j = 0, ψ0 = AeiΔz, (4)

где z — время, A — амплитуда, Δ — частота внешнего воздействия [Khomeriki, 2004].
Моделируя предложенную систему, варьируя параметры внешнего воздействия [Khomeriki,

2004], авторы получили соответствующие зависимости, свидетельствующие о нескольких воз-
можных сценариях эволюции системы. Если частота воздействия не входила в запрещенную
область, то возмущение распространялось в системе, постепенно угасая. В случае частоты за-
прещенной области, но не при достаточно большой амплитуде возбуждались дискретные бризе-
ры вблизи внешнего воздействия, без проникновения в отдаленные области решетки оптических
волноводов. Таким образом, эффект супратрансмиссии через запрещенную зону существует, ес-
ли в системе есть динамические локализованные решения. Этими объектами могут быть движу-
щиеся дискретные бризеры [Khomeriki, 2004; Mandelik et al., 2003].

Усложнение моделей физических систем, с одной стороны, приводит к невозможности
аналитического поиска решения, которое позволило бы явно предсказать и с помощью мате-
матического моделирования изучить для таких систем эффект НСТ; с другой стороны, более
сложные системы включают в себя большее многообразие форм и особенностей нелинейных
эффектов. В работе [Anghel-Vasilescu et al., 2010] также рассматривается уравнение Шрёдингера.
На его примере показывается эффективность предложенного асимптотического метода исследо-
вания свойств супратрансмиссии и солитонов. Это позволило решить задачу определения порога
НСТ в неинтегрируемых N-компонентных системах путем получения асимптотического реше-
ния на основе линейного затухающего профиля солитона, который зависит от N параметров,
а также обнулением якобиана для такой системы. Развивая данный подход, в работе [Yu, Wang,

2023, Т. 15, № 3, С. 599–617



604 П.В. Захаров

Tao, 2011] авторы предлагают метод генерации и исследования динамики пространственных
световых солитонов в двулучепреломляющей среде с квадратичной нелинейностью. В качестве
примера рассмотрен кристалл LiGaTe2. Генерация двулучепреломляющего солитона проявляется
как особый нелинейный эффект, который позволяет свету проникать и распространяться в форме
локализованных лучей. В работе [Togueu Motcheyo et al., 2017] впервые показано, что порог су-
пратрансмиссии может быть найден для дискретного нелинейного уравнения Шрёдингера, моде-
лирующего массивы оптических волноводов с керровской нелинейностью посредством исполь-
зования подхода двумерной карты. Последние исследования систем на базе дискретного урав-
нения Шрёдингера посвящены изучению формирования темных солитонов [Togueu Motcheyo et
al., 2019]. Подчеркивается возможность создания устройств для генерации дискретных щелевых
солитонов.

Следующей важной моделью является рассмотрение джозефсоновских контактов. На дан-
ный момент изучение эффекта сверхпередачи энергии в таких системах подробно рассмотрена
в трех работах [Chevriaux, Khomeriki, Leon, 2006; Macı́as-Dı́az, Puri, 2008b; Macı́as-Dı́az, 2017b].
Содержательно рассмотрим модель работы [Macı́as-Dı́az, Puri, 2008b]. В ней изучается диффе-
ренциальное уравнение, являющееся вариацией уравнения (1):

ün − c2Δun + γnu̇n + sin un = μ, (5)

где предполагается, что γ и c — положительные действительные числа. По своей сути γ является
внешним коэффициентом демпфирования, а c называют коэффициентом связи. Модель содер-
жит N джозефсоновских контактов, на которые накладываются граничные условия un(0) = 0,
dun
dt (0) = 0 для 1 � n � N и u0 − u1 =

φ(t)
c2 , un−1 − uN = 0 для t ∈ (0, +∞). При этом γn = γ для n < N,

γN = γ + 1
R . R — выходное сопротивление. Значение N достаточно велико, чтобы представить

массив контактов как бесконечный. Численное решение осуществлялось двумя разными мето-
дами, которые дали хорошее согласие. Кроме того, получено аналитическое выражение для ми-
нимальной амплитуды, при которой проявляется эффект НСТ: As = 2c

(
1 − ω2

)
. Авторами также

обнаружена инфратрансмиссия, возможность которой впервые предсказана в работе [Chevriaux,
Khomeriki, Leon, 2006], по факту представляющая передачу энергии в систему на амплитудах
несколько меньших, чем для супратрансмиссии. По полученным данным для рассматриваемой
системы разница составила порядка 28% [Macı́as-Dı́az, Puri, 2008c].

Дальнейшее развитие исследований эффекта супратрансмиссии в джозефсоновских кон-
тактах представлено в работах [Macı́as-Dı́az, 2017a; Piña-Villalpando, Macı́as-Dı́az, Kurmyshev,
2019], где производится обобщение с использованием дискретных дифференциальных опера-
торов Рисса. В результате моделирования обнаружено наличие нелинейных петель гистерезиса
для различных нецелых порядков дробной производной. Это показывает, что нелинейный би-
стабильный режим в классической джозефсоновской линии передачи сохраняется при наличии
дробных порядков. В качестве математического приложения явления гистерезиса авторы рабо-
ты [Macı́as-Dı́az, 2017b] предлагают использовать для управляемого распространения сигналов
в дробных линиях Джозефсона. Одна из последних работ по этому направлению посвящена
генерации бризеров с помощью управляемых магнитных импульсов [De Santis et al., 2022].

Важной задачей стала проблема перехода на две пространственные переменные с гранич-
ными условиями Неймана или Дирихле. Она с некоторыми вариациями обсуждается в ряде работ
Macı́as-Dı́az и соавторов [Macı́as-Dı́az, 2008b; Macı́as-Dı́az, 2008a; Macı́as-Dı́az, 2008c; Macı́as-
Dı́az, Medina-Ramı́rez, Puri, 2009; Macı́as-Dı́az, Ruiz-Ramı́rez, Flores-Oropeza, 2009; Macı́as-Dı́az,
Puri, 2008a; Macı́as-Dı́az, 2009; Ruiz-Ramı́rez, Macı́as-Dı́az, 2010; Macı́as-Dı́az, Jerez-Galiano, 2010;
Macı́as-Dı́az, 2011; Macı́as-Dı́az, 2017a], в целом находясь в полном согласии с одномерным слу-
чаем. Подчеркнем, что в 2020 году вышла статья [Bountis, 2020], в которой структурированы
результаты ряда работ для одномерных случаев, обобщены результаты многих исследователей.
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Автор говорит о том, что предстоит еще провести локальный и глобальный анализ устойчивости
простых периодических колебаний для выявления областей энергии и параметров, связанных
с глобально устойчивым движением, а также режимами сильного и слабого хаоса.

Поиск трактовок механизмов привел к изучению систем с более специфичными условия-
ми, которые расширили многообразие проявлений данного эффекта. В работе [Bodo et al., 2009]
рассматривается уравнение (1) для амплитуд меньше пороговых значений возникновения су-
пратрансмиссии. Однако получен результат, свидетельствующий о возможности возникновения
движущихся дискретных бризеров в случае наличия белого шума. При этом показано, что шум
может запускать эффект супратрансмиссии ниже своего детерминированного порога с установ-
ленной вероятностью. Проанализировав различные параметры шума, авторы установили, что
существует соответствующий уровень шума, обеспечивающий существование бризерных мод
с наилучшей когерентностью [Bodo et al., 2010; Bodo, Morfu, 2013]. В модифицированных мо-
делях Клейна – Гордона и синус-Гордона пятого порядка, включающих как классическую ли-
нейную связь, так и нелинейную связь, изучен их вклад в данный эффект [Alima et al., 2017;
Malishava, Khomeriki, 2015].

Возможность передачи энергии на значительные расстояния в модельных системах и осу-
ществление этого процесса посредством локализованных стояний в виде солитонных волн или
динамических дискретных бризеров привели к идее возможности передачи тепла из менее на-
гретой области в более нагретую посредством явления супратрансмисии [Ai, He, Hu, 2010].
Первая модель представляла собой цепочку Френкеля –Конторовой, на которую накладывались
граничные условия, характерные для эффекта супратрансмиссии. Система в данном случае опи-
сывалась гамильтонианом:

H =
∑

i

p2
i

2m
+

1
2

k(xi − xi+1 − a)2 − V

(2π)2
cos(2πxi) − δxiF(t), (6)

где xi и pi — соответственно положение и импульс частицы, m — масса частицы, k — константа
связи, a — равновесное расстояние между частицами, V — амплитуда локального потенциала,
δ — дельта-функция Дирака. Внешнее гармоническое воздействие задавалось функцией F(t) =
= A0 sin(wt), где A0 — амплитуда, а w — частота. Авторами наблюдалось возникновение резонанс-
ного явления теплового потока. Установлено, что существует такое значение частоты возбуж-
дения, при котором тепловой поток принимает максимальное значение. Естественно, значение
данной частоты определяется параметрами модели.

Наиболее важным выводом в работе является то, что тепло можно перекачивать из низко-
температурной области в высокотемпературную, соответствующим образом настраивая внешнее
воздействие на систему. В отличие от других моделей здесь продемонстрировано, что отсутству-
ет порог по амплитуде для эффекта НСТ в термостате.

Продолжая вопрос кристаллических решеток, авторы [Yu, Wang, Tao, 2011] показали, что
нелинейный резонанс на примесях делает локализованное возбуждение (обычно дискретный
бризер) неустойчивым, что приводит к испусканию солитонов, которое выглядит совершенно
иначе, чем при прямом возбуждении однородных нелинейных систем без примесей. Этот подход
позволяет создавать солитоны при небольших значениях силы гармонического внешнего воздей-
ствия. Также особенностью таких возбуждений является низкая скорость их распространения,
которая может регулироваться параметрами внешнего воздействия.

Модели электрических цепей также привели к обнаружению эффекта нелинейной супра-
трансмиссии в них. Такие модельные системы поддерживают широкий спектр явлений. В част-
ности, в работе [Kenmogne et al., 2015], при использовании точных дискретных уравнений сети
и расширенного нелинейного уравнения Шрёдингера, была обнаружена генерация солитонов,
рассчитано пороговое значение амплитуды сигнала, при котором в сеть излучается импульсный
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солитон. Более подробно такие системы будут рассмотрены ниже, так как хорошо поддаются
натурному эксперименту.

Дальнейшее развитие моделей с электрическими цепями представлено в работах [Zheng
et al., 2018; Zheng et al., 2019; Mosquera-Sánchez, De Marqui, 2021], где рассматривается пьезо-
электрический метаматериал, интегрированный с бистабильными цепями. Бистабильная схема
может быть описана в данном случае выражением

LCpÜ + RCpU̇ + P(U) = 0, (7)

где P является функцией напряжения и в явном виде может быть задано так: P(U) = U − gVd.
Здесь g — коэффициент усиления одного операционного усилителя с отрицательной обратной
связью и может быть вычислен как g = 1 +

R2
R1
. Выражение (7) эквивалентно уравнению ме-

ханического осциллятора. При этом равновесное напряжение может быть вычислено из усло-
вия P(U) = 0. Дополняя данное выражение уравнениями для описания динамики модели пьезо-
метаматериала, можно получить систему уравнений, описывающую элементарный участок дан-
ной цепи. Конечные выражения для компьютерного анализа являются слишком громоздкими,
чтобы приводить их в данном обзоре с пояснениями, с ними целесообразно ознакомиться в ра-
боте авторов исследования [Zheng et al., 2019].

Применение электрических схем, как эквивалентов во многих системах, является эффек-
тивным инструментом. Так, в работе [Ndjomatchoua et al., 2016] посредством такого подхода
исследуются микротрубочки, относящиеся к важным биологическим молекулам живых орга-
низмов. Они играют важную роль в делении клеток, транспорте органелл внутри клеток и при
обработке электрических сигналов в нейронах. Модель представляет собой дискретную схему,
включающую кубическое нелинейное сопротивление. Нелинейное сопротивление использова-
лось для представления ионного потока через нанопоры микротрубочек. В дифференциальном
виде уравнение, описывающее динамику системы, может быть представлено в следующем виде:

V̈n + ω0

(
3LB1V2

n + (rC0 − LB2)
)

V̇n + rB1V3
n − rB2Vn = Vn−1 − 2Vn + Vn+1. (8)

Данное выражение записано с учетом законов Кирхгофа. Множители B1 и B2 представля-
ют нелинейные и линейные коэффициенты, а члены, содержащие их, описывают вклад ионного

потока, вносимого нелинейным сопротивлением. В свою очередь, ω0 =
√

1
LC0

, время определе-

но безразмерно: τ = ω0t, а внешнее воздействие определялось гармонической функцией V0 =

= U cos(wτ). Система рассматривается как с диссипацией, так и без. В результате обнаружены
инфратрансмиссия и супратрансмиссия, данные нелинейные эффекты вполне хорошо могут опи-
сать наблюдаемые в натурных экспериментах процессы. Авторы подчеркивают, что с биологиче-
ской точки зрения определенная интенсивность ионного потока через нанопоры микротрубочек
может обеспечить высокую частоту обработки электрических сигналов нейронами. Кроме того,
инфратрансмиссия в микротрубочках нейронов может быть использована для объяснения то-
го, почему повторяющаяся стимуляция высокочастотным магнитным полем способна ослаблять
двигательные признаки болезни Паркинсона.

Сущность эффекта НСТ раскрывается в дискретных структурах при нарушении перио-
дичности. Порождение локализованных состояний происходит ввиду сочетания двух факторов:
дисперсии и нелинейности. В работе [Yousefzadeh, Phani, 2016] беспорядок вносится в структу-
ру за счет небольших изменений параметров жесткости, взятых из однородного статистического
распределения. Сама система представляла собой нелинейную периодическую структуру конеч-
ной длины со слабосвязанными узлами. Авторы показали, что, хотя в отдельных случаях поро-
говое значение амплитуды для НСТ отличается, в целом это значение устойчиво к беспорядку
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при усреднении по всему ансамблю. Для гармонического возбуждения вдали от края разрешен-
ных частот системы увеличение беспорядка оказывает незначительное влияние на передаваемую
энергию.

3. Эффект супратрансмиссии в молекулярно-динамических моделях

В этом разделе рассмотрим модели, базирующиеся на методе молекулярной динамики.
Применение такого подхода позволяет исследовать многие нелинейные эффекты в реалистичных
структурах, например в кристаллических решетках реальных сплавов. К первой работе в этом на-
правлении можно отнести исследование двумерной модели сплава Pt3Al [Медведев и др., 2011].

Взаимодействие частиц описывалось парным потенциалом Морзе: ϕ(ri j) = Dβe−αri j
(
e−αri j − 2

)
,

где D — энергетический параметр, соответствующий глубине потенциальной ямы; α — пара-
метр, определяющий жесткость межатомных связей; r0 — некоторое усредненное равновесное
расстояние по координационным сферам, в которых учитывается взаимодействие между ато-
мами.

Рис. 1. Зависимость поглощенной энергии расчетной ячейкой на один атом за одну пикосекунду от часто-
ты внешнего воздействия и амплитуды [Чередниченко и др., 2019]

Однако в этой работе явным образом не выделен эффект НСТ. При этом показано воз-
буждение дискретных бризеров вблизи зоны воздействия, которое осуществлялось следующим
образом: u[i] = ux[i] + u0 sin(0,5wbt)2, где ux[i] — горизонтальная составляющая скорости частиц
под номером i. В результате было зафиксировано периодическое возбуждение дискретных бри-
зеров вблизи зоны воздействия. Периодичность процесса говорит о том, что энергия отдавалась
в расчетную ячейку посредством НСТ. Возвращение к модели данного сплава в 3D было осу-
ществлено в работе [Чередниченко и др., 2019]. В данном случае расчетная ячейка содержала
3 · 105 частиц, взаимодействующих посредством потенциала, полученного методом погружен-
ного атома (EAM-потенциал), для которого полная энергия E кристалла может быть выражена
как E = 1

2

∑

i, j, i� j
ϕi j(ri j) +

∑

i
Fi(ρi), где ϕi j представляет парную энергию между атомами i и j,

отделенными друг от друга расстоянием ri j, а Fi — энергия, связанная с вложенным атомом i
в локальном местоположении с электронной плотностью ρi. Электронную плотность можно рас-
считать по формуле ρi =

∑

j, j�i
f j(ri j), где f j(ri j) — электронная плотность на участке атома i,

находящегося на расстоянии ri j от атома j. Периодическое воздействие осуществлялось по сле-

дующим законам: Z1(t) = A sin(wt), Z2(t) = A(sin(wt))2 и Z3(t) = A| sin(wt)| по оси Z с частотами,

2023, Т. 15, № 3, С. 599–617



608 П.В. Захаров

близкими собственным частотам бризеров (6–8 ТГц), а также с амплитудами от 0,2 до 0,3 Å.
Далее анализировалось поглощение энергии оставшейся частью ячейки. Для примера на рис. 1
приведена зависимость для гармонической функции. Таким образом, для трехмерного случая
получен аналогичный результат, как для двумерного. Детальное рассмотрение механизма про-
никновения энергии вглубь кристалла проведено в работе [Чередниченко и др., 2019].

Рис. 2. Распределение кинетической энергии в кристаллах Pt3Al и Ni3Al

Как уже отмечалось, в результате воздействия возбуждались дискретные бризеры вблизи
поверхности кристалла, которые в свою очередь порождали локальную неустойчивость, которая
трансформировалась в уединенные волны, способные перемещаться по кристаллу. Для демон-
страции того, что эффект НСТ возможен при наличии запрещенной зоны кристалла, был про-
анализирован модельный кристалл Ni3Al. Сравнение приведено на рис. 2. В результате можно
наблюдать для кристалла с запрещенной зоной в фононном спектре возникновение уединенных
волн. При этом количество возбужденных волн зависит от времени и параметров воздействия.

Рис. 3. Профиль солитона в Pt3Al и профиль, описываемый функцией (9). Вдоль вертикальной оси отло-
жена амплитуда, по горизонтальной — номер атома в ряду

Такая уединенная волна, имеющая колоколообразный вид (рис. 3), является солитоном, так
как она нелинейная, распространяется с постоянной скоростью и при столкновении с другими
волнами не взаимодействует с ними [Захаров, Дмитриев, Корзникова, 2021]. В теории уединен-
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ных волн в твердых телах [Аэро, Булыгин, 2009] известно решение уравнения синус-Гордона
вида

U(x, t) =
2α2 ch ε2

1 + α2 ch ε2
, (9)

где ε = x − Vt, α — амплитудный множитель, x — координата, V — скорость движения солито-
на, t — время. При подборе соответствующих значений параметров данного решения получен
профиль уединенной волны, хорошо согласующийся с профилем полученного солитона, в кри-
сталле Pt3Al.

В работе [Захаров и др., 2019] показано, что такие уединенные волны способны распро-
страняться на тысячи нанометров вглубь бездефектного кристалла без изменения формы и скоро-
сти. Данный механизм транспорта энергии по кристаллу, посредством уединенных волн, видится
одним из наиболее эффективных, а механизм генерации таких волн относительно прост.

Динамика таких волн и их взаимодействие с объемными дефектами в кристаллах исследу-
ются в работах [Zakharov et al., 2020; Yousefzadeh, Phani, 2016]. Установлено, что степень рассе-
яния энергии на дислокации зависит от взаимной ориентации фронта волны и экстраплоскости
дислокации. Было показано, что рассматриваемые волны способны преодолевать препятствия,
линейные размеры которых больше их длины. Энергии таких волн достаточно для структурно-
энергетических преобразований при взаимодействии с рассматриваемыми дефектами кристалла.

Примечательным является исследование методом молекулярной динамики возбуждения
дискретных бризеров и эффекта НСТ в графеновой наноленте [Evazzade et al., 2017]. Одно-
родная деформация графена может приводить к появлению щели в его фононном спектре, что
обеспечивает возможность существования щелевых ДБ. Авторами получен результат, который
свидетельствует об отсутствии порога амплитуды внешнего воздействия для проявления супра-
трансмиссии. Был рассмотрен линейный режим, т. е. с относительно небольшими амплитудами
на частотах ДБ. В этом случае обнаружен диапазон частот с ненулевой мощностью. Объяснение
данного эффект заключается в том, что такое гармоническое смещение вызывает возбуждение
ДБ на границе воздействия и наноленты. Это приводит к излучению низкочастотного фонона
из-за локального теплового расширения.

4. Прикладные аспекты НСТ и экспериментальные исследования

Практически каждая работа (в том числе первые пионерские работы), затрагивающая
вопрос нелинейной супратрансмиссии, предполагала практическую реализацию и применение
в научной или технической области. Одним из первых прикладных аспектов данного эффекта
является построение чувствительных детекторов сверхслабых сигналов на основе матрицы джо-
зефсоновских переходов [Chevriaux, Khomeriki, Leon, 2006]. Авторами работы предложена схема
такого детектора. Работа базируется на полном аналитическом разборе бистабильности в длин-
ном джозефсоновском контакте и в массиве коротких контактов. Впервые получен инструмент,
который позволяет вычислить пороговую амплитуду, при которой устройство должно работать,
чтобы стать сверхчувствительным детектором. В работе [Macı́as-Dı́az, Puri, 2008b] доказано, что
можно передавать двоичную информацию в дискретных массивах джозефсоновских контактов,
используя процессы нелинейной суперпередачи и инфрапередачи. А в [Macı́as-Dı́az, 2017b] — для
управляемого распространения сигналов в дробных линиях передачи Джозефсона. В отсутствие
дисперсионных и диссипативных эффектов модель показала высокую надежность для доста-
точно длительных периодов генерации однобитовых сигналов независимо от расстояния между
источниками [Macı́as-Dı́az, Puri, 2007]. Аналогичный подход рассмотрен в работах [Macı́as-Dı́az,
2010; Macı́as-Dı́az, 2008a], где изучена (2 + 1)-мерная модель Френкеля –Конторовой.

Для систем, описываемых уравнением sin-Гордона, эффект может быть использован для
целей обработки сигналов, чтобы улучшить обнаружение слабых зашумленных сигналов и тем
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самым построить детекторы, которые будут учитывать шум [Bodo et al., 2009]. Далее в рабо-
те [Bodo et al., 2010] авторы продолжили исследование для электрической цепочки, управляемой
уравнением Клейна – Гордона пятого порядка, и экспериментально показали возможность пере-
дачи сигнала на запрещенных частотах данной модели.

Интересным и перспективным приложением эффекта НСТ может стать разработка тепло-
вого насоса. Идея предложена в работе [Ai, He, Hu, 2010], которую мы уже обсуждали. Особен-
ность практического применения заключается в том, что эффект теплового резонанса не зависит
от размера рассматриваемых систем. Следовательно, можно было бы ожидать дальнейших разра-
боток в отношении теплового резонанса и накачки в различных физических системах, например
в гранулированных системах. Таким объектам посвящена одна из последних работ [Cui et al.,
2022]. В ней обнаружен эффект НСТ, а также обнаружены еще 4 режима передачи энергии. Под-
черкивается, что полученные результаты могут быть полезными при конструировании механи-
ческих или других видов управления потоками. Также продолжаются исследования физических
маятников более сложной конфигурации, в виде связанных пар цепочек маятников [Kamdoum
Kuitche et al., 2022]. Авторами применялись как экспериментальная методика, так и числен-
ный эксперимент. Еще более сложная конфигурация рассмотрена в работе [Adile et al., 2021],
с комплексным подходом к исследованию различных режимов механической системы, вплоть
до построения нелинейного уравнения Шрёдингера с помощью метода возмущений. Уравнение
используется для поиска модулированных импульсных и темных солитонов в качестве аппрок-
симированных решений сетевого уравнения.

Важное место в обсуждении систем, поддерживающих нелинейную супратрансмиссию,
занимают метастабильные модульные метаструктуры. Авторы работ [Wu, Wang, 2018; Liu, Cai,
Wang, 2019; Wu, Wang, 2019; Zhang, Fang, Xu, 2020] численно и аналитически исследуют их. По-
казано, что в случае бифуркационной нестабильности коэффициент передачи энергии может рез-
ко увеличиться, когда входная амплитуда превышает определенный порог. Благодаря разумной
интеграции свойства сверхпередачи в нелинейную периодическую цепочку с пространственной
асимметрией метастабильная структура способна реализовать невзаимное распространение волн
за счет эффекта НСТ в зависимости от направления вдоль цепочки. В этой работе авторы пред-
ложили эффективную методологию, обладающую большим потенциалом для проектирования
систем с желаемыми адаптируемыми характеристиками невзаимного распространения энергии
волн, с использованием концепции реконфигурируемой метастабильной модульной метаструк-
туры.

Наиболее простыми в реализации и поддающимися простому моделированию являются
электрические нелинейные системы. На возможность существования и перспективы проявления
НСТ в таких системах обратил внимание целый ряд исследователей [Tao et al., 2012a; Tao et al.,
2012b; Togueu Motcheyo et al., 2013; Kenmogne et al., 2015; Koon, Marquié, Dinda, 2014; Togueu
Motcheyo, Tchawoua, Tchinang Tchameu, 2013].

Так, в работе [Koon, Marquié, Dinda, 2014] изучается 200-элементная электрическая линия,
в ней осуществлена генерация солитонов и их распространения за счет формирования моду-
ляционной неустойчивости на границах. Авторы отмечают, что полученным солитонам сильно
мешает диссипация, возникающая из-за несовершенства компонентов электрической линии (ин-
дуктивностей). Однако диссипация не препятствует возникновению процесса модуляционной
неустойчивости, но сильно влияет на его развитие и затрудняет строгое экспериментальное из-
мерение характеристик, полученных солитонов. В частности, авторы показали, что диссипация
предотвращает генерацию солитонов, когда напряжения возбуждения близки к теоретическому
порогу НСТ в модели без нее. Соответственно, это накладывает ограничения на возможность
генерации солитонов, для получения четкой последовательности солитонов необходимо исполь-
зовать компоненты очень высокого качества с позиции диссипации. Важность этих исследова-

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Эффект нелинейной супратрансмиссии в дискретных . . . 611

ний заключается в том, что удалось получить экспериментальное подтверждение эффекта НСТ
в электрических цепях, состоящих всего из двух компонентов: конденсатора и катушки.

Рассмотренная выше теоретическая модель пьезоэлектрического метаматериала с биста-
бильными цепями была реализована в натурном эксперименте в той же работе [Zheng et al.,
2019]. В отличие от нелинейных механических метаматериалов нелинейные свойства биста-
бильных цепей в предлагаемой пьезометаструктуре можно легко регулировать путем настрой-
ки источников постоянного напряжения или изменения коэффициентов усиления операционных
усилителей с отрицательной обратной связью.

Возможность гибкой настройки может быть использована для организации адаптивной
невзаимной передачи сигналов. В целом рассмотренные здесь перспективы таких систем откры-
вают новые возможности для управления передачей упругих волн.

5. Заключение

Эффект нелинейной супратрансмиссии является важным свойством многих дискретных
структур. Необходимыми условиями для его существования являются дискретность и нелиней-
ность среды. Его проявление в системах различной природы говорит о его фундаментальности
и значимости. В данном обзоре рассмотрены основные работы, затрагивающие вопрос нелиней-
ной супратрансмисии в различных системах, преимущественно модельных.

Опираясь на описанную выше ретроспективу изучения данного явления и полученные ре-
зультаты, можно сказать, что ведется активный поиск практического применения данного эффек-
та в различных целях, в том числе научных. Поэтапное усложнение моделей приводит к более
глубокому пониманию явления супратрансмиссии, а переход к разупорядоченным и с элемента-
ми хаоса структурам позволяет говорить о более тонком проявлении данного эффекта.

Следует выделить ряд перспективных направлений дальнейших исследований. К таким
направлениям в первую очередь относятся системы, не имеющие точного аналитического ре-
шения, с усложнением условий как для самой системы, так и внешнего воздействия. Однако
численные асимптотические подходы позволяют исследовать НСТ в них. Также продолжится
изучение всевозможных физических осцилляторов, что, несомненно, актуально для различных
реальных конструкций, базирующихся на подобных системах. К этому же направлению следу-
ет отнести экспериментальные исследования электрических цепей различного состава. Важным
направлением являются исследования в области нанообъектов и транспорта энергии в них по-
средством НСТ. Это различные молекулярные и кристаллические системы. Всё это объединяет
общий тренд на поиск механизмов управления потоками энергии в различных ее проявлениях.
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Bodo B., Morfu S., Marquié P., Essimbi B. Z. Noise induced breather generation in a sine-Gordon
chain // Journal of Statistical Mechanics: Theory and Experiment. — 2009. — P01026.
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