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Рассматривается прямой алгоритм решения задачи линейного программирования (ЛП), за-
данной в каноническом виде. Алгоритм состоит из двух последовательных этапов, на которых
прямым методом решаются приведенные ниже задачи ЛП: невырожденная вспомогательная за-
дача (на первом этапе) и некоторая задача, равносильная исходной (на втором). В основе по-
строения вспомогательной задачи лежит мультипликативный вариант метода исключения Гаус-
са, в самой структуре которого заложены возможности: идентификации несовместности и ли-
нейной зависимости ограничений; идентификации переменных, оптимальные значения которых
заведомо равны нулю; фактического исключения прямых переменных и сокращения размерно-
сти пространства, в котором определено решение исходной задачи. В процессе фактического
исключения переменных алгоритм генерирует последовательность мультипликаторов, главные
строки которых формируют матрицу ограничений вспомогательной задачи, причем возможность
минимизация заполнения главных строк мультипликаторов заложена в самой структуре прямых
методов. При этом отсутствует необходимость передачи информации (базис, план и оптималь-
ное значение целевой функции) на второй этап алгоритма и применения одного из способов
устранения зацикливания для гарантии конечной сходимости.

Представлены два варианта алгоритма решения вспомогательной задачи в сопряженной
канонической форме. Первый основан на ее решении прямым алгоритмом в терминах симп-
лекс-метода, а второй — на решении задачи, двойственной к ней, симплекс-методом. Показано,
что оба варианта алгоритма для одинаковых исходных данных (входов) генерируют одинаковую
последовательность точек: базисное решение и текущее двойственное решение вектора оценок
строк. Отсюда сделан вывод, что прямой алгоритм — это алгоритм типа симплекс-метода. Так-
же показано, что сравнение вычислительных схем приводит к выводу, что прямой алгоритм
позволяет уменьшить по кубическому закону число арифметических операций, необходимых
для решения вспомогательной задачи, по сравнению с симплекс-методом. Приводится оценка
числа итераций.

Ключевые слова: линейное программирование, алгоритм симплекс-метода, прямой алго-
ритм, число итераций, сильно полиномиальный алгоритм
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A direct algorithm for solving a linear programming problem (LP), given in canonical form, is
considered. The algorithm consists of two successive stages, in which the following LP problems are
solved by a direct method: a non-degenerate auxiliary problem at the first stage and some problem
equivalent to the original one at the second. The construction of the auxiliary problem is based on
a multiplicative version of the Gaussian exclusion method, in the very structure of which there are
possibilities: identification of incompatibility and linear dependence of constraints; identification of
variables whose optimal values are obviously zero; the actual exclusion of direct variables and the
reduction of the dimension of the space in which the solution of the original problem is determined. In
the process of actual exclusion of variables, the algorithm generates a sequence of multipliers, the main
rows of which form a matrix of constraints of the auxiliary problem, and the possibility of minimizing
the filling of the main rows of multipliers is inherent in the very structure of direct methods. At the
same time, there is no need to transfer information (basis, plan and optimal value of the objective
function) to the second stage of the algorithm and apply one of the ways to eliminate looping to
guarantee final convergence.

Two variants of the algorithm for solving the auxiliary problem in conjugate canonical form are
presented. The first one is based on its solution by a direct algorithm in terms of the simplex method,
and the second one is based on solving a problem dual to it by the simplex method. It is shown that both
variants of the algorithm for the same initial data (inputs) generate the same sequence of points: the
basic solution and the current dual solution of the vector of row estimates. Hence, it is concluded that
the direct algorithm is an algorithm of the simplex method type. It is also shown that the comparison
of numerical schemes leads to the conclusion that the direct algorithm allows to reduce, according to
the cubic law, the number of arithmetic operations necessary to solve the auxiliary problem, compared
with the simplex method. An estimate of the number of iterations is given.
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strongly polynomial algorithm
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Введение

Рассматривается задача ЛП в канонической форме:

min
x∈Rn

(cx), h + Hx = 0, x � 0, (1)

где H — (m × n)-матрица, в которой m < n, cT ∈ Rn, h ∈ Rm, x — вектор прямых переменных,
элементы векторов cT , h и матрицы H — произвольные вещественные числа.

Конечный алгоритм решения задачи (1), основанный на симплекс-методе с обратной мат-
рицей (модифицированный симплекс-метод), состоит из двух последовательных этапов, на кото-
рых симплекс-методом решаются задачи ЛП: вспомогательная задача (на первом этапе) и некото-
рая задача, равносильная исходной (на втором) [Агафонова, Даугавет, 2017]. Алгоритм не требу-
ет ни предварительных расчетов, ни наложения каких-либо дополнительных условий на c, h, H,
в том числе условия невырожденности задачи, обеспечивающего конечную сходимость алгорит-
ма. Конечную сходимость гарантирует применение правила Блэнда для предотвращения зацик-
ливания или любой другой способ устранения зацикливания. В основе алгоритма лежит поиск
решения среди вершин многогранника допустимых решений. Принцип поиска состоит в следу-
ющем. Сначала находится одна из вершин, а затем ищется ближайшая к ней вершина, в которой
значение целевой функции убывает. Как только переход от одной вершины к другой с меньшим
значением целевой функции становится невозможным, делается вывод, что решение найдено.
Основной недостаток алгоритма — его сложность. В основном это необходимость передачи ин-
формации (базис, план и оптимальное значение целевой функции [Агафонова, Даугавет, 2017])
на следующий этап алгоритма и применения одного из способов устранения зацикливания для
гарантии конечной сходимости.

В данной работе, являющейся продолжением исследований [Свириденко, 2015; Свири-
денко, 2016; Свириденко, 2017; Свириденко, 2019], в основу устранения недостатков симплекс-
метода с обратной матрицей положен отказ от поиска решения среди вершин многогранника
допустимых решений и переход к прямому поиску. Для упрощения будем считать, что c � 0,
иначе в описании будут участвовать следующие вспомогательные величины:

c0

(
−c0 � cx∗

)
— сколь угодно большая скалярная величина,

x0 (x0 � 0) — дополнительная переменная,
c0 − x0 + cx = 0 — уравнение связи дополнительной переменной,
min
x∈Rn

(x0), c0 − x0 + cx = 0, h + Hx = 0, x0 � 0, x � 0, — задача, эквивалентная (1).

Технически это делается так, как показано в описании вычислительной схемы первого этапа
прямого алгоритма в терминах симплекс-метода в подпараграфе 3.2 и на примерах решения за-
дач с гарантированным поведением симплекс-метода в § 4. Также будем считать, что задача (1),
быть может вырожденная, имеет единственное решение, либо любая допустимая точка является
оптимальной, причем последнее имеет место в том и только в том случае, если c есть линейная
комбинация строк матрицы H, т. е. существует m-мерная вектор-строка w такая, что c = wH.
Отсюда вытекает, что целевая функция задачи (1) является константой (cx = wHx = −wh), а кон-
станту оптимизировать невозможно. Строго говоря, такая задача не является задачей ЛП, это
классическая задача на условный экстремум из курса математического анализа [Беников, 2005].

1. Обоснование алгоритма

Обозначим:
k — номер итерации,
hk • =

(
hk1 hk2 · · · hkn

)
— k-я строка матрицы H,
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hk
k +

(
hk

kk hk
kk+1 · · · hk

kn

) (
xk xk+1 · · · xn

)T
= 0 — уравнение связи k-й строки,

xk =
(
xk

1 xk
2 · · · xk

k 0 · · · 0
)T
— n-мерный вектор, решение системы линейных урав-

нений:
hj + hj •x = 0, j = 1, . . . , k,

ek
1k • =

(
ek

1kk+1 ek
1kk+2 · · · ek

1kn

)
— главная строка мультипликатора:

Ek
1k
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ek
1kk+1 ek

1kk+2 · · · ek
1kn

1
1

. . .

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Здесь Ek
1k
— (n − k) × (n − k − 1)-матрица, первая строка которой произвольная, а остальные —

строки единичной (n− k−1)× (n− k−1)-матрицы. Ek
rk
(rk — номер ведущей строки на итерации k)

совпадает с мультипликатором в алгоритме симплекс-метода с точностью до знака транспониро-
вания [Хакимова, Зеленков, Рзун, 2010; Свириденко, 2015; Свириденко, 2017], за исключением
удаления ведущего столбца, все элементы которого равны нулю. Представленная форма мульти-
пликатора Ek

1k
является артефактом и вызвана предположением r = k, которое сделано ниже на

шаге 3 первого этапа алгоритма.
При введенных обозначениях принцип поиска решения двухэтапным алгоритмом состоит

в следующем. Многогранник допустимых решений задается не изначально, как в симплекс-
методе, а формируется построением на каждой итерации k = 1, . . . , m задачи:

min
x∈Rn

(
ck

k+1 xk+1 + ck
k+2 xk+2 + · · · + ck

nxn

)
,

xi = xk
i + ei

1kk+1 xk+1 + ei
1kk+2xk+2 + · · · + ei

1knxn, i = 1, . . . , k,

xi � 0, i = 1, . . . , n,

(2)

в канонической форме, эквивалентной задаче:

min
x∈Rn

(cx), hj + hj •x = 0, j = 1, . . . , k, x � 0.

В основе построения (2) лежит мультипликативный вариант метода исключения Гаус-
са [Свириденко, 2016], в самой структуре которого заложены возможности: идентификация
несовместности и линейной зависимости ограничений; идентификация переменных, оптималь-
ные значения которых заведомо равны нулю; фактическое исключение прямых переменных и со-
кращение размерности пространства, в котором определено решение задачи (1). Перечисленные
возможности определяют построение (2) на первом этапе алгоритма при необязательном выпол-
нении условий:

xi = xk
i � 0, i = 1, . . . , k.

Необязательность выполнения всех ограничений для текущего решения обеспечивает
большую гибкость алгоритма в случае «вылетов» из допустимой области и использования най-
денного решения в качестве начального для той же задачи с измененными условиями.

Начальным является многогранник, задаваемый условиями на неотрицательность пере-
менных, на котором минимальное значение целевой функции равно нулю. Затем в его систему
условий добавляется первое ограничение-равенство и вычисляется оптимум на сформирован-
ном многограннике, увеличивая (в силу сжатия области допустимых решений) значение целевой
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функции на некоторую неотрицательную константу. Вычисления продолжаются до тех пор, по-
ка на итерации m в систему условий не будет добавлено последнее ограничение. Первый этап
алгоритма описан, технически на каждой итерации это делается так (детальное описание всех
операций, выполняемых по ходу построения (2), приведено в подпараграфе 2.1).

1.1. Первый этап алгоритма

Шаг 1. Построить уравнения связи:

hk
k + hk

kk xk + hk
kk+1 xk+1 + · · · + hk

kn xn = 0

k-й строки системы ограничений:
hk + hk •x = 0.

Если k = 1, то положить
hk

k = hk, hk
ki = hki, i = k, . . . , n.

Если k � 2, то вычислить по формулам

hk
k = −hk +

k−1∑

i=1

hki x
i
i,

(
hk

kk hk
kk+1 · · · hk

kn

)
= hk •

k−1∏

i=1

Ei
1k−1
.

ЗАМЕЧАНИЕ. Формулы шага 1 — это результат подстановки:

xi = xk
i + ei

1kk+1xk+1 + ei
1kk+2xk+2 + · · · + ei

1knxn, i = 1, . . . , k − 1,

в k-ю строку системы ограничений.

Не нарушая общности, для упрощения будем считать

hk
k � 0,

иначе достаточно положить

hk
k = −hk

k, hk
ki = −hk

ki, i = k, . . . , n.

Шаг 2. Анализ уравнения связи (идентификация несовместности и линейной зависимо-
сти ограничений; идентификация переменных, оптимальные значения которых заведомо равны
нулю).

Шаг 3. Вычислить номер r ведущего столбца по правилу:

Θr = min
i

ck−1
i

hk
ki

, hk
ki > 0, i = k, . . . , n.

Не нарушая общности, будем считать
r = k.

Переписать уравнение связи:

xr = xk = xk
k + ek

1k •
(
xk+1 xk+2 · · · xn

)T
.

Если k = 1, то положить
ck =

(
ck

k+1 ck
k+2 · · · ck

n

)
= cEk

1k
,

xk =
(
xk

1 0 · · · 0
)T
.
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Если k � 2, то вычислить по формулам

ck =
(
ck

k+1 ck
k+2 · · · ck

n

)
= ck−1Ek

1k
,

ei
1k • = ei

1k−1 •E
k
1k
, xk

i = xi
i + xk

kei
1k−1k, i = 1, . . . , k − 1,

xk =
(
xk

1 xk
2 · · · xk

k 0 · · · 0
)T
.

ЗАМЕЧАНИЕ. Формулы шага 3 — это результат подстановки xk в условия задачи (2).

Правило выбора ведущего столбца гарантирует положительность ck на каждой итера-
ции k = 1, . . . , m, поэтому, если xm � 0, то алгоритм становится одноэтапным (см. пример 1
из § 4 на зацикливание симплекс-метода); иначе переходим к описанию второго этапа.

1.2. Второй этап алгоритма

Для упрощения описания обозначим через ν число итераций и для ν = 0 положим

x = xν =
(
xν1 xν2 · · · xνn

)T
,

xm = xνν =
(
xνν1 xνν2 · · · xννm 0 · · · 0

)T
,

cm = cνν =
(
cννm+1

cννm+2
· · · cννn

)
,

ei
1m • = eννi • =

(
eννim+1 eννim+2 · · · eννin

)
, i = 1, . . . , m.

При введенных обозначениях перепишем (2) в виде

min
xν∈Rn

(
cννm+1

xνm+1
+ cννm+2

xνm+2
+ · · · + cννn xνn

)
,

xνi = xννi + eννim+1xνm+1
+ eννim+2xνm+2

+ · · · + eννin xνn , i = 1, . . . , m,

xνi � 0, i = 1, . . . , n.

(3)

C математической точки зрения (3) эквивалентна задаче в сопряженной канонической форме:

min
xν∈Rn−m

(
cννm+1

xνm+1
+ cννm+2

xνm+2
+ · · · + cννn xνn

)
,

xννi + eννim+1xνm+1
+ eννim+2xνm+2

+ · · · + eννin xνn � 0, i = 1, . . . , m,

xνi � 0, i = m + 1, . . . , n.

(4)

ЗАМЕЧАНИЕ. xνi в (3) можно рассматривать как дополнительные, их значения равны xννi . В подпа-
раграфе 2.3 показано, что условия (3) переопределены и что, по существу, (3) и (4) — одна и та же задача.
Более того, известно допустимое решение задачи, двойственной к (4), — нулевой m-мерный вектор, алго-
ритм решения которой рассматривается в третьем разделе.

На каждой итерации второго этапа в расчет вводится ограничение по формуле

xνi = xννi + eννim+1xνm+1
+ eννim+2xνm+2

+ · · · + eννin xνn , xννi < 0,

увеличивая (в силу сжатия области допустимых решений) значение целевой функции на неко-
торую положительную константу. Вычисления продолжаются до тех пор, пока не будет найдено
минимальное значение целевой функции на многограннике окончательной конфигурации. Тех-
нически на каждой итерации это делается так (детальное описание всех операций, выполняемых
по ходу решения (3), приведено в подпараграфе 2.2).

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Оценка числа итераций для сильно полиномиальных . . . 255

Шаг 1. Вычислить номер νq ведущего уравнения связи по формуле

xνq = xννq + eννqm+1xνm+1
+ eννqm+2xνm+2

+ · · · + eννqnxνn , xννq < 0.

Вычислить номер νr ведущего столбца по правилу

Θνr = min
i

cννi
eννqi

, eννqi > 0, i = m + 1, . . . , n.

Положить ν = ν + 1.
Шаг 2. Вычислить

xννr = −
xν−1
ν−1q

eν−1
ν−1qr

, xννi = xν−1
ν−1i
+ eν−1
ν−1ir

xννr , i � r.

Положить
xνν =

(
xνν1 xνν2 · · · xννm 0 · · · 0

)T
.

Если xνν � 0, то остановиться.
Шаг 3. Переписать уравнение связи:

xνr = xννr + eννrm+1xνm+1
+ eννrm+2xνm+2

+ · · · + eννrnxνn .

Вычислить по формулам
eννi • = eν−1

ν−1i •E
ν
νr
, i � q,

cνν =
(
cννm+1

cννm+2
· · · cννn

)
= cν−1
ν−1Eννr

и перейти к шагу 1.
В случае неединственности решения прямой алгоритм, как и симплекс-метод, дает ре-

шение, которое принадлежит вершине многогранного множества. Не нарушая общности, будем
считать

xνν � 0, cννi = 0 (i = m + 1, . . . , m0), cννi > 0 (i = m0 + 1, . . . , n).

Это означает, что оптимальные значения переменных

xνi (i = m0 + 1, . . . , n)

заведомо равны нулю, поэтому их можно исключить из рассмотрения. Следовательно, любое
решение системы

xνi = xννi + eννim+1xνm+1
+ eννim+2xνm+2

+ · · · + eννinxνm0
(i = 1, . . . , m), xνi � 0 (i = 1, . . . , m0)

является оптимальным. Таким образом, неединственность решения означает неопределенность
и возможность выбора наилучшего по тому или иному дополнительному критерию, исходя из
неформализованных (эвристических) представлений об объекте. Известно, что метод внутренних
точек и метод квадратичной штрафной функции приводят к различным решениям в случае их
неединственности. Методы внутренней точки сходятся к решению, в котором выполнено усло-
вие строгой дополняющей нежесткости. Метод внешней квадратичной штрафной функции дает
возможность найти решение, обладающее минимальной евклидовой нормой. В работе показано,
что прямой алгоритм дает возможность найти все оптимальные вершины многогранного мно-
жества и, следовательно, приводит и к точному нормальному решению, и к решению, в котором
выполнено условие дополняющей нежесткости (см. пример 4 из § 4 и заключение).
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1.3. Замечания к разделу

Прямой метод представляет собой последовательность шагов, на каждом из которых по-
лучают нули в нужных позициях очередного обрабатываемого столбца матрицы условий прямой
задачи. При этом сохраняются нули, полученные ранее в предыдущих столбцах. Это определение
полностью соответствует построению (3) на первом этапе и пересчету главных строк мультипли-
каторов — на втором. Правило выбора ведущего столбца гарантирует неотрицательность cνν на
каждой итерации ν, а единственность решения (1), равносильной (3), — их положительность.
Исключение «лишних» ограничений и переменных, оптимальные значения которых заведомо
равны нулю, гарантирует невырожденность (3), а строгое возрастание целевой функции от ите-
рации к итерации — конечность числа итераций. Таким образом, отсутствует необходимость пе-
редачи информации на второй этап и применения одного из способов устранения зацикливания
для гарантии конечной сходимости.

Задачи (2), генерируемые при формировании многогранника допустимых решений, обу-
славливают варианты построения прямого алгоритма. Например, для одноэтапного варианта до-
статочно решения (2) на каждой итерации, если xk

� 0. Иными словами, путем объединения
этапов на каждой итерации k. Одноэтапные алгоритмы в данной работе не рассматриваются,
так как исключают возможность построения двухэтапного варианта сильно полиномиального
симплекс-метода с обратной матрицей.

На каждой итерации каждого этапа алгоритм генерирует последовательность точек, вы-
ходящих за пределы допустимой области в направлении возрастания целевой функции, до тех
пор, пока не будет получено допустимое решение, причем гиперплоскость целевой функции,
проходящая через эти точки, не пересекает допустимую область. Поэтому в соответствии с тер-
минологией Фиакко и Мак-Кормика его можно назвать одним из вариантов метода внешних
точек [Фиакко, Мак-Кормик, 1972].

В подпараграфе 2.1 описана вычислительная схема построения (2). В процессе построения
алгоритм генерирует последовательность мультипликаторов, главные строки которых формиру-
ют матрицу ограничений (2). Минимизация их заполнения — основная задача при построении
алгоритма. Возможность такой минимизации без потери точности результатов заложена в самой
структуре прямых методов, поэтому вычислительную схему первого этапа можно рассматривать
как реализацию алгоритма сокращения размерности задачи. В подпараграфе 2.2 приведена вы-
числительная схема решения (3) за сильно полиномиальное время, т. е. число арифметических
операций (однородная сложность) ограничено полиномом от размерности задачи [Кузюрин, Фо-
мин, 2007]. Для доказательства достаточно показать, что итераций не превосходит m

2 . В подпара-
графе 2.3 представлены формы записи (3): каноническая и сопряженная с канонической. В под-
параграфе 2.4 даны геометрическая интерпретация (3), а также геометрическое представление
итераций симплекс-метода и прямого алгоритма. В § 3 рассматриваются взаимосвязь прямого
алгоритма с модифицированным симплекс-методом и построение верхней оценки числа итера-
ций. В подпараграфе 3.1 дана вычислительная схема второго этапа модифицированного симп-
лекс-метода, связанная с выделением базисной системы ограничений независимо от метода ее
построения. В подпараграфах 3.2, 3.3 полученные результаты применяются для построения вы-
числительных схем этапов прямого алгоритма в терминах симплекс-метода. В подпараграфе 3.4
приведено сравнение прямого алгоритма решения (4) с симплекс-методом решения задачи, двой-
ственной к (4). Показано, что алгоритмы для одинаковых исходных данных (входов) генерируют
одинаковую последовательность точек: базисное решение и текущее двойственное решение век-
тора оценок строк. Это означает, что прямой алгоритм — это вариант симплекс-метода. Там же
показано, что сравнение вычислительных схем приводит к выводу, что прямой алгоритм поз-
воляет уменьшить по кубическому закону число арифметических операций, необходимых для
решения задачи, двойственной к (4), по сравнению с симплекс-методом. В подпараграфе 3.5
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полученные результаты применяются для построения верхней оценки итераций симплекс-мето-
да решения задачи, двойственной к (4). Показано, что число итераций не превосходит m

2 . Это
означает, что симплекс-метод, допускающий решение задач вида (1) за сильно полиномиальное
время, можно построить из двух последовательных этапов, на которых решаются приведенные
ниже задачи ЛП: построение (3) прямым алгоритмом на первом этапе и решение задачи, двой-
ственной к (3) в сопряженной канонической форме, симплекс-методом — на втором.

2. Предварительные сведения, формы записи и геометрическая
интерпретация

Ниже приводится детальное описание всех операций, выполняемых по ходу построе-
ния (3). Если в процессе вычислений элементы становятся меньше по абсолютной величине,
так называемого критического значения ε0, то их предлагается приравнивать нулю.

2.1. Первый этап алгоритма

Обозначим:
x∗ — n-мерный вектор, решение задачи (1).
Шаг 0 (инициализация). Положить

k = 1,

ck−1 = c =
(
c1 c2 · · · cn

)
.

Вычислить номер q ведущей строки:

θq = max
j
|hj |, j = k, . . . , m.

Поменять местами элементы q-й и k-й строк матрицы H и вектора h. Перенумеровать и запом-
нить порядок строк.

Вычислить элементы hk
k, hk

ki уравнения связи k-й строки:

hk
k +

(
hk

kk hk
kk+1 · · · hk

kn

) (
xk xk+1 · · · xn

)T
= 0,

hk
k = hk,

(
hk

kk hk
kk+1 · · · hk

kn

)
=

(
hkk hkk+1 · · · hkn

)
.

Здесь и далее будем считать hk
k � 0, иначе достаточно положить

hk
k = −hk

k, hk
ki = −hk

ki, i = k, . . . , n.

Вычислить номер r ведущего столбца:

Θr = min
i

ck−1
i

hk
ki

, hk
ki > 0, i = k, . . . , n.

Поменять местами элементы r-го и k-го столбцов матрицы H и вектор-строки c0. Перенумеровать
и запомнить порядок неизвестных.

Переписать уравнение связи:

xk = xk
k + ek

1k •
(
xk+1 xk+2 · · · xn

)T
,

xk
k = −

hk
k

hk
kk

, ek
1k • = −

(
hk

kk+1 hk
kk+2 · · · hk

kn

)

hk
kk

.
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Вычислить
ck =

(
ck

k+1 ck
k+2 · · · ck

n

)
= ck−1Ek

1k
.

Положить
xk =

(
xk

1 0 · · · 0
)T
.

Перейти к шагу 6.
Шаг 1 (расчет hk

k, hk
ki). Вычислить номер q ведущей строки по формуле

θq = max
j

∣∣∣−hj + hj •x
k−1

∣∣∣, j = k, . . . , m.

Поменять местами элементы q-й и k-й строк матрицы H и вектора h. Перенумеровать и запом-
нить порядок строк.

Вычислить:

hk
k = −hk +

k−1∑

i=1

hki x
i
i,

(
hk

kk hk
kk+1 · · · hk

kn

)
= hk •

k−1∏

i=1

Ei
1k−1
= hk •

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e1
1k−1k · · · e1

1k−1n
...

. . .
...

ek−1
1k−1k · · · ek−1

1k−1n

1
. . .

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

ЗАМЕЧАНИЕ. Для ручного счета стратегия выбора ведущей строки может быть основана на упро-
щении вычислений.

Шаг 2 (анализ hk
k, hk

ki). Без ограничения общности при анализе элементов уравнения связи
можно исключить из дальнейшего рассмотрения идентификацию следующих ситуаций:

• hk
k < 0, hk

ki � 0, i = k, . . . , n, — несовместности ограничений задачи (1);

• hk
k = 0, hk

ki = 0, i = k, . . . , n, — исключения k-й строки из числа ограничений задачи (1)
и, как следствие, уменьшения числа мультипликаторов;

• hk
k = 0, hk

ki � 0 (или hk
ki � 0), i = k, . . . , n, — уменьшения размерности задачи (1) и, как

следствие, уменьшения числа ненулевых элементов главных строк мультипликаторов, по-
лученных на предыдущих шагах.

Шаг 3
(
расчет xk

k, ek
1k •

)
. Вычислить номер r ведущего столбца:

Θr = min
i

ck−1
i

hk
ki

, hk
ki > 0, i = k, . . . , n.

Поменять местами элементы r-го и k-го столбцов матрицы H и вектор-строки c0, перенумеровать
и запомнить порядок неизвестных.

Переписать уравнение связи:

xk = xk
k + ek

1k •
(
xk+1 xk+2 · · · xn

)T
,

xk
k = −

hk
k

hk
kk

, ek
1k • = −

(
hk

kk+1 hk
kk+2 · · · hk

kn

)

hk
kk

.
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Шаг 4 (расчет ck, xk). Вычислить

ck =
(
ck

k+1 ck
k+2 · · · ck

n

)
= ck−1Ek

1k
, xk

i = xi
i + xk

kei
1k−1k, i = 1, . . . , k − 1.

Положить
xk =

(
xk

1 xk
2 · · · xk

k 0 · · · 0
)T
.

Шаг 5
(
пересчет ei

1k−1

)
. Вычислить

ei
1k • = ei

1k−1 •E
k
1k
, i = 1, . . . , k − 1.

Не нарушая общности, при анализе элементов xk
i , ei

1k • можно исключить из дальнейшего рас-
смотрения идентификацию следующих ситуаций:

• xk
i < 0, ei

1k • � 0 — несовместности ограничений задачи (1);

• xk
i = 0, ei

1k • � 0 или ei
1k • � 0 — уменьшения размерности задачи (1) и, как следствие,

числа ненулевых элементов главных строк мультипликаторов, полученных на предыдущих
шагах.

Шаг 6 (пересчет k). Положить k = k + 1. Если k � m, то перейти к шагу 1.
Шаг 7 (расчет x∗). Если xm � 0, то вычислить xm ⇒ x∗ и остановиться; иначе перейти

к шагу 1 второго этапа решения задачи:

min
x∈Rn

(
cm

m+1xm+1 + cm
m+2xm+2 + · · · + cm

n xn

)
,

xi = xm
i + ei

1mm+1xm+1 + ei
1mm+2xm+2 + · · · + ei

1mnxn � 0, i = 1, . . . ,m,

xi � 0, i = m + 1, . . . , n.

(5)

Ниже приводится детальное описание всех операций, выполняемых по ходу решения (5).
Если в процессе вычислений элементы становятся меньше по абсолютной величине, так назы-
ваемого критического значения ε0, то их предлагается приравнивать нулю.

2.2. Второй этап алгоритма

Шаг 0 (инициализация). Положить

ν = 0

и переписать (5) в виде

min
xν∈Rn

(
cννm+1

xνm+1
+ cννm+2

xνm+2
+ · · · + cννn xνn

)
,

xνi = xννi + eννim+1xνm+1
+ eννim+2xνm+2

+ · · · + eννin xνn � 0, i = 1, . . . , m,

xνi � 0, i = m + 1, . . . , n.

(6)

Шаг 1 (расчет νq, νr). Вычислить номер νq ведущего уравнения связи по формуле

θνq = min
i

xννi , xννi < 0, i = 1, . . . , m.

Вычислить номер νr ведущего столбца по формуле

Θνr = min
i

cννi
eννqi

, eννqi > 0, i = m + 1, . . . , n.
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Шаг 2 (пересчет ν). Положить ν = ν + 1.
Шаг 3 (расчет xνν). Вычислить

xννr = −
xν−1
ν−1q

eν−1
ν−1qr

, xννi = xν−1
ν−1i
+ eν−1
ν−1ir

xννr , i � r.

Положить
xνν =

(
xνν1 xνν2 · · · xννm 0 · · · 0

)T
.

Если xνν � 0, то вычислить xνν ⇒ x∗ и остановиться.
Шаг 4

(
расчет eννi •, cνν

)
. Переписать уравнение связи переменной xνq � 0:

xνr = xννr + eννrm+1xνm+1
+ eννrm+2xνm+2

+ · · · + eννrnxνn ,

xννr = −
xν−1
ν−1q

eν−1
ν−1qr

, eννrr =
1

eν−1
ν−1qr

, eννri = −
eν−1
ν−1qi

eν−1
ν−1qr

, i � r,

Eννr =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
. . .

eννrm+1 · · · eννrr · · · eννrn
. . .

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Вычислить
eννi • = eν−1

ν−1i •E
ν
νr
, i � q,

cνν =
(
cννm+1

cννm+2
· · · cννn

)
= cν−1
ν−1Eννr

и перейти к шагу 1. Без ограничения общности можно исключить из дальнейшего рассмотрения
анализ элементов xννi , eννi • для идентификации следующих ситуаций:

• xννi < 0, eννi • � 0 — несовместности ограничений задачи (6);

• xννi = 0, eννi • � 0 или eννi • � 0 — уменьшения размерности задачи (6).

ЗАМЕЧАНИЕ. Eννr — (n − m) × (n − m)-матрица, νr-я строка которой произвольная, а остальные —
строки единичной (n−m)× (n−m)-матрицы. Eννr совпадает с мультипликатором в алгоритме симплекс-ме-
тода с точностью до знака транспонирования [Хакимова, Зеленков, Рзун, 2010].

2.3. Формы записи задачи, решаемой на втором этапе алгоритма

Обозначим:
υ = n − m,
0mυ — (m × υ)-матрица с нулевыми элементами,
Is — единичная (s × s)-матрица,
0s — нулевой s-мерный вектор,
c′ =

(
cννm+1

cννm+2
· · · cννn

)
— υ-мерная вектор-строка,

c′′ =
(
0T

m c′
)
— n-мерная вектор-строка в блочном виде,

b =
(
xνν1 xνν2 · · · xννm

)T
— m-мерный вектор,

z =
(
bT 0T

υ

)T
— n-мерный вектор в блочном виде,

z =
(
xν1 xν2 · · · xνn

)T
— n-мерный вектор переменных,
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y =
(
zm+1 zm+2 · · · zn

)T
— υ-мерный вектор переменных,

N =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

eν
ν1m+1 · · · eνν1n

...
. . .

...

eν
νmm+1 · · · eννmn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
— (m × υ)-матрица ранга m,

A =
(
Im −N

)
— (m × n)-матрица ранга m в блочном виде,

K =
(
−NT −Iυ

)
— (υ × n)-матрица в блочном виде.

При введенных обозначениях задача (6) принимает вид

min
z∈Rn

(c′y), z = z − KT y � 0, (7)

где z = z−KT y — общее решение неоднородной системы линейных уравнений Az = b, z — частное
решение системы, KT y — общее решение однородной системы Az = 0.

Задачу (7) можно записать в виде стандартной задачи ЛП с ограничениями только типа
неравенств:

min
y∈Rυ(c

′y), z − KT y � 0. (8)

Запись (8) иногда называют задачей с однотипными условиями или сопряженной канонической
формой [Моисеев, Иванилов, Столярова, 1978]. С математической точки зрения задача (8) экви-
валентна задаче ЛП в канонической форме:

min
z∈Rn

(c′′z), Az = b, z � 0. (9)

Обозначим:
ker A — нуль-пространство (ядро) (m × n)-матрицы A ранга m:

ker A =
{
z ∈ Rn | Az = 0

}
,

im A — пространство строк матрицы A (образ матрицы AT ):

im AT =
{
ξ ∈ Rn | ξ = Ay, y ∈ Rm}

.

Размерность линейного пространства ker A равна υ = n − m — дефекту матрицы A. Нуль-
пространство и пространство строк матрицы A являются ортогональными дополнениями друг
к другу. Пространство Rn разлагается в прямую сумму этих подпространств:

Rn = im AT ⊕ ker A.

Строки матрицы K линейно независимы по построению, принадлежат нуль-пространству
матрицы A, и поэтому натянутое на них пространство im AT совпадает с нуль-пространством
(ядром) матрицы A. Таким образом, im KT является ортогональным дополнением к простран-
ству im AT . Поэтому

im KT = ker A, AKT = 0mυ, Rn = im AT ⊕ ker A.

Покажем, что, по существу, (8) и (9) — это одна и та же задача. Для этого, следуя Голикову
и Евтушенко [Голиков, Евтушенко, 2000], для (n × υ)-матрицы KT определим псевдобратную
матрицу

(
KT

)+
и определим множества

Y =
{
y ∈ Rυ | z − KT y � 0

}
,

Z =
{
z ∈ Rn | Az = b, z � 0

}
,

Z =
{
z ∈ Rn | Az = b

}
.
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Формулу
z = z − KT y (10)

можно рассматривать как аффинное отображение из Rυ в Rn. При этом образом множества Y
является множество Z. Между Z и Y существует взаимно однозначное соответствие. Действи-
тельно, для любого y ∈ Y по формуле (10) однозначно определяется z ∈ Z. Для переопределенной
системы (10) полного ранга, содержащей n линейных уравнений и υ неизвестных y, всегда опре-
делено псевдорешение

y(z) =
(
KKT

)−1
K(z − z) =

(
KT

)+
(z − z), (11)

которое является единственным решением системы (8) тогда и только тогда, когда z − z ∈ im KT .
Это включение имеет место тогда и только тогда, когда z ∈ Z. Итак, для любого z ∈ Z форму-
ла (11) определяет аффинное преобразование, обратное к (10). Поэтому можно записать

Y =
(
KT

)+
(z − Z). (12)

По существу, (8), (9) — это одна и та же задача. Внешнее отличие в записи связано с заменой
переменных (10), позволившей по формуле (12) преобразовать множество Z в множество Y ,
являющееся пересечением n полупространств.

2.4. Геометрическая интерпретация

Сначала, следуя Моисееву, Иванилову и Столяровой [Моисеев, Иванилов, Столярова,
1978], опишем геометрическую интерпретацию задач вида (9), затем — геометрическое пред-
ставление итераций симплекс-метода и прямого алгоритма.

Введем для (9) дополнительную переменную:

z0 = c′′1 z1 + c′′2 z2 + · · · + c′′n zn,

запишем ее в следующем виде:

min(z0), (13)

c′′1 z1 + c′′2 z2 + · · · + c′′n zn = z0,

ai1z1 + ai2z2 + · · · + ainzn = bi, i = 1, . . . , m,
(14)

z j � 0, j = 1, . . . , n. (15)

Правая часть уравнений (13) представляет собой вектор

b̃ j =
(
z0 b1 · · · bm

)T

с m фиксированными компонентами и одной переменной компонентой z0. Левая часть является
линейной комбинацией расширенных векторов условий

ã j =
(
c′′j ba1 j · · · am j

)T
, j = 1, . . . , n,

с неотрицательными коэффициентами z j. Рассмотрим множество (m + 1)-мерных векторов

u =
(
u0 u1 · · · um

)T
,

компоненты которых определены соотношениями

u0 = c′′1 z1 + c′′2 z2 + · · · + c′′n zn,

ui = ai1z1 + ai2z2 + · · · + ainzn, i = 1, . . . , m,

z j � 0, j = 1, . . . , n.
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Рис. 1. Геометрическая интерпретация

На рис. 1 это множество показано для случая, когда m = 2, т. е. задача имеет два ограничения
типа равенства.

Неотрицательные линейные комбинации расширенных векторов-условий образуют мно-
гогранный конус K̃, ребрами которого будут векторы ã1, ã2, . . . , ã5. Проекции их на плос-
кость u0 = 0 есть a1, a2, . . . , a5 соответственно (столбцы матрицы условий A). Длина перпенди-
куляра, соединяющего конец вектора ã j с концом его проекции aj, равна коэффициенту линейной
формы c′′j .

При произвольном значении z0 вектор b̃ указывает в некоторую точку, лежащую на верти-
кальной прямой l (см. рис. 1), проходящей через конец вектора

b =
(
b1 b2 · · · bm

)T

на плоскости u0 = 0
(
точку ς с координатами

(
0 b1 · · · bm

)T
на рис. 1

)
. Если же z0 — компо-

нента какого-нибудь допустимого решения задачи (13)–(15), вектор b̃ будет принадлежать также
конусу K̃. Очевидно и то, что, если вектор b̃ указывает в точку пересечения конуса K̃ и пря-
мой l, соответствующее значение z0 будет компонентой некоторого допустимого решения. Таким
образом, допустимое множество решений задачи (13)–(15) отображается на отрезок прямой l,
принадлежащий конусу K̃. Если прямая l проходит вне этого конуса, задача не имеет допусти-
мых решений. Когда конус K̃ содержит ось u0, значение критерия на допустимом множестве не
ограничено снизу, однако, по построению задачи (7), это невозможно.

Значения целевой функции задачи (13)–(15) на любом из ее допустимых решений, соответ-
ствующих определенному вектору b̃, совпадают и равны его первой координате. Оптимальные
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решения (их может быть целое множество) являются прообразами нижней точки пересечения
прямой l с конусом K̃ (точка ζ на рис. 1). Коэффициенты произвольного разложения вектора b̃,
указывающего в эту точку, в неотрицательную линейную комбинацию расширенных векторов
условий ã j будут компонентами одного из оптимальных решений. Очевидно, что среди них
ненулевыми могут быть лишь компоненты, которым отвечают векторы ã j, принадлежащие той
же грани конуса K̃, что и точка ζ. Если число таких векторов не превосходит m и соответствую-
щие им aj линейно независимы, задача имеет единственное решение. В противном случае будет
существовать континуум решений. Геометрически итерации симплекс-метода представляют со-
бой переход от одной точки к другой в направлении убывания целевой функции.

Прямой алгоритм генерирует последовательность точек, выходящую за пределы допусти-
мой области, до тех пор, пока не будет получено допустимое решение. Таким образом, точки,
генерируемые прямым алгоритмом, являются прообразами точек отрезка ςζ прямой l (см. рис. 1),
которые не принадлежат конусу K̃, за исключением точки ζ. Геометрически итерации прямого
алгоритма представляют собой переход от одной точки к другой в направлении возрастания
целевой функции.

3. Взаимосвязь прямого алгоритма с модифицированным
симплекс-методом и построение верхней оценки числа итераций

Для описания взаимосвязи выбрана вычислительная схема мультипликативного алгоритма
симплекс-метода Малкова [Малков, 1977] как наиболее подходящая (описывает вычислительную
схему второго этапа алгоритма, связанную с выделением базисной системы ограничений неза-
висимо от метода ее построения) по сравнению с известными, например, [Агафонова, Даугавет,
2017; Золотых, Кубарев, 2012; Малозёмов, 2017a].

3.1. Второй этап алгоритма симплекс-метода

Описание вычислительной схемы алгоритма решения задач вида

max

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
n∑

i=1

cixi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
n∑

i=1

ajixi � bj, j = 1, . . . , m, xi � 0, i = 1, . . . , n, (16)

свяжем с выделением базисной системы ограничений следующим образом. Пусть имеются ба-
зис

(
xn1

· · · xnm

)
и базисная матрица Bν =

(
a• n1

· · · a• nm

)
, а также мультипликативное пред-

ставление матрицы B−1
ν , где

B−1
ν = EνrνE

ν−1
r
ν−1
· · · E1

r1
, Es

rs
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 − x1ks
xrsks

. . .
...
1

xrsks
...

. . .

− xmks
xrsks

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Xks
= Es−1

rs−1
· · · E1

r1
aks
.

Здесь rs, ks — номера ведущих строк и столбцов на s-й итерации алгоритма. Чтобы не вдаваться
в детали хранения мультипликаторов, обратную базисную матрицу будем пересчитывать, а не
представлять в виде произведения. Ниже приводится детальное описание всех операций, выпол-
няемых по ходу решения задачи (16) мультипликативным алгоритмом симплекс-метода.

Шаг 1. Вычислить текущее двойственное решение вектора оценок строк по формуле

uν = cνB−1
ν ,

где cν =
(
cn1

· · · cnm

)
— вектор цен базисных переменных.

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Оценка числа итераций для сильно полиномиальных . . . 265

Шаг 2. Определить ведущий столбец, столбец для ввода в базис:

dk = min
{
d1

k , d2
k

}
,

d1
k = min

i
d1

i = min
i

(
uνa• i − ci

)
, (17)

d2
k = min

j
d2

j = min
j

uνj. (18)

Если dk � εopt, то оптимум достигнут, где εopt — минимально допустимое значение ведущего
элемента, выбираемое из соображений стабильности вычислительного процесса.

Шаг 3. Разложить ведущий столбец по формуле

Xk = B−1
ν a• k,

если номер k определялся из (17), и по формуле

Xk = B−1
ν Ek,

если номер k определялся из (18). Здесь Ek — k-й столбец единичной матрицы E.
Шаг 4. Вычислить номер ведущей строки из соотношения

θ =
xr

xrk

= min
j

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x j

x jk

, x jk > εpiv

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭,

где εpiv — минимально допустимое значение ведущего элемента, выбираемое из соображений
стабильности вычислительного процесса.

Шаг 5. Пересчитать базисное решение:

x′j = x j − θx jk, j � r, x′r = θ,

пересчитать обратную базисную матрицу по формуле

B−1
ν+1 = Eν+1

r
ν+1

B−1
ν ,

где Eν+1
r
ν+1
— элементарная матрица, мультипликатор:

Eν+1
r
ν+1
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 − x1k
xrk

. . .
...
1

xrk
...

. . .

− xmk
xrk

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Шаги с 1 по 5 повторяются до тех пор, пока не будет достигнут оптимум или пока на шаге 4
не выяснится, что x jk � εpiv, j = 1, . . . , m, иными словами, решение задачи не ограничено.

Симплекс-метод решения задач ЛП, использующий мультипликативное представление об-
ратной базисной матрицы, как алгоритм решения системы уравнений, математически привлека-
телен, но уязвим в вычислительном отношении. В качестве примера рассмотрим систему, со-
стоящую из одного уравнения: 7x = 21. Лучший способ решения этой системы — деление: x =
= 21

7 = 3, а использование обратной матрицы приводит к вычислению x =
(
7−1

)
21 = 2,99997,

которое требует больше арифметических операций и дает менее точный результат. Все сказан-
ное справедливо и для систем со многими уравнениями. Лишние действия — главная причина,
по которой в данной работе основное внимание уделяется прямым мультипликативным методам
решения систем, а не способам представления обратной базисной матрицы.

При построении прямого алгоритма в терминах симплекс-метода будем считать, что на
каждой итерации алгоритма к последовательности мультипликаторов добавляется еще один и что
размер этой последовательности неудобно велик, но точно неизвестен.
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3.2. Первый этап прямого алгоритма

Рассмотрим прямую задачу:

min

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
m∑

j=1

bju j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠, li(u) =
m∑

j=1

ajiu j − ci � 0, i = 1, . . . , n, ui � 0, j = 1, . . . , m, (19)

т. е. задачу, двойственную (16). В процессе решения (19) участвует сколь угодно большая ска-
лярная величина c0, вводится для уменьшения ошибок компенсации (см. пример 1 из § 4).

Шаг 0. Положить ν = 0 и определить номер ведущей строки по формуле

θ = xrν = min
j

x jν = min
j

b j.

Если θ < 0, то вычислить начальное двойственное решение вектора оценок строк по формуле

uνj = 0, j � r, uνr = −
c0

xrν

,

вычислить обратную базисную матрицу по формуле

B−1
ν =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 − x1ν
xrν

. . .
...
1

xrν
...

. . .

− xmν
xrν

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

положить ν = 1 и перейти к шагу 1 первого этапа. Если θ � 0, то вычислить двойственное
решение вектора оценок строк по формуле u0

j = 0, вычислить обратную базисную матрицу по

формуле B−1
0 = E, где E — единичная матрица, вычислить базисное решение по формуле x j = x j0,

положить ν = 1 и перейти к шагу 1 второго этапа.
Шаг 1. Определить ведущий столбец, столбец для ввода в базис:

dk = min
{
d1

k , d2
k

}
,

d1
k = min

i
d1

i = min
i

(
uνa• i − ci

)
, (20)

d2
k = min

j
d2

j = min
j

uνj. (21)

Если dk � εopt, то решение задачи неограниченно.
Шаг 2. Разложить ведущий столбец по формуле

Xk = B−1
ν a• k,

если номер k определяется из (20), и по формуле

Xk = B−1
ν Ek,

если номер k определяется из (21).
Шаг 3. Вычислить номер ведущей строки из соотношения

θ = xrk = min
j, j�r

x jk.
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Если θ � εpiv, xrk � εpiv, то условия задачи несовместны; если θ � εpiv, xrk > εpiv, то положить r =
= r и перейти к шагу 4; если θ > εpiv, то перейти к шагу 4.

Шаг 4. Пересчитать текущее двойственное решение вектора оценок строк:

uν+1 = uν − dk

xrk

(Er)
T B−1
ν ,

где Er — r-й столбец единичной матрицы.
Шаг 5. Пересчитать обратную базисную матрицу:

B−1
ν+1 = Eν+1

r
ν+1

B−1
ν ,

где Eν+1
r
ν+1
— элементарная матрица, мультипликатор:

Eν+1
r
ν+1
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 − x1k
xrk

. . .
...
1

xrk
...

. . .

− xmk
xrk

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Шаг 6. Если r � r, то положить ν = ν+ 1 и перейти к шагу 1 первого этапа; иначе
вычислить базисное решение:

x j = −
x jk

xrk

, j � r, xr =
1

xrk

,

положить ν = ν + 1 и перейти к шагу 1 второго этапа.
Шаги с 1 по 6 повторяются до тех пор, пока не выяснится, что:

• решение задачи неограниченно (шаг 1);

• условия задачи несовместны (шаг 3);

• выполнено условие перехода к шагу 1 второго этапа (шаг 6).

3.3. Второй этап прямого алгоритма

Шаг 1. Определить ведущий столбец, столбец для ввода в базис:

dk = min
{
d1

k , d2
k

}
,

d1
k = min

i
d1

i = min
i

(
uνai − ci

)
, (22)

d2
k = min

j
d2

j = min
j

uνj. (23)

Если dk � εopt, то оптимум достигнут.
Шаг 2. Разложить ведущий столбец по формуле

Xk = B−1
ν a• k,

если номер k определялся из (22), и по формуле

Xk = B−1
ν Ek,

если номер k определялся из (23).
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Шаг 3. Вычислить номер ведущей строки из соотношения

θ =
xr

xrk

= min
j

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x j

x jk

, x jk > εpiv

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭.

Если x jk � εpiv, j = 1, . . . , m, то условия задачи несовместны.
Шаг 4. Пересчитать текущее двойственное решение вектора оценок строк:

uν+1 = uν − dk

xrk

(Er)
T B−1
ν ,

где Er — r-й столбец единичной матрицы.
Шаг 5. Пересчитать базисное решение:

x′j = x j − θx jk, j � r, x′r = θ,

пересчитать обратную базисную матрицу:

B−1
ν+1 = Eν+1

r
ν+1

B−1
ν ,

где Eν+1
r
ν+1
— элементарная матрица, мультипликатор:

Eν+1
r
ν+1
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 − x1k
xrk

. . .
...
1

xrk
...

. . .

− xmk
xrk

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Шаги с 1 по 5 повторяются до тех пор, пока не будет достигнут оптимум или пока на
шаге 3 не выяснится, что условия задачи несовместны.

3.4. Сравнение алгоритмов

Докажем, что для одинаковых исходных данных (входов) алгоритмы генерируют одина-
ковую последовательность точек: базисное решение и текущее двойственное решение вектора
оценок строк.

Утверждение 1. Алгоритмы второго этапа для одинаковых исходных данных генериру-
ют одинаковую последовательность точек.

Доказательство. Утверждение верно тогда и только тогда, когда

cν+1Eν+1
rν+1

B−1
ν = uν − dk

xrk

ET
r B−1
ν .

Полагая uν = cνB−1
ν , получим

cν+1Eν+1
r
ν+1
= cν − dk

xrk

ET
r .

Так как cν+1
j = cνj, j � r, то остается доказать, что

−
m∑

j=1, j�r

cν+1
j x jk

xrk

+
cν+1

r

xrk

= cνr −
dk

xrk

.

Возможны два случая. В первом номер k определялся из (20), а во втором — из (21).
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В первом случае

cνr −
dk

xrk

= cνr −
uνa• k − cνk

xrk

= cνr −
cνB−1

ν a• k − cνk
xrk

=

= cνr −
cν

(
x1k · · · xmk

)T − cνk
xrk

= −
m∑

j=1, j�r

cν+1
j x jk

xrk

+
cν+1

r

xrk

.

Во втором случае

cνr −
dk

xrk

= cνr −
uνk
xrk

= cνr −
uνEk

xrk

= cνr −
cνB−1

ν Ek

xrk

=

= cνr −
cν

(
x1k · · · xmk

)T

xrk

= −
m∑

j=1, j�r

cνj x jk

xrk

= −
m∑

j=1, j�r

cν+1
j x jk

xrk

+
cν+1

r

xrk

.

Утверждение доказано. �

Отсюда, в частности, следует, что прямой алгоритм — это алгоритм типа симплекс-метода.
При сравнении алгоритмов предположим, что обратная матрица B−1

ν заполнена целиком.
Очевидно, что различие в числе арифметических операций возникает на шаге 1 алгоритма симп-
лекс-метода и шаге 4 прямого алгоритма. Отсюда следует, что выигрыш в числе арифметических
операций умножений и сложений на одной итерации равен m2 − m − 1.

3.5. Число итераций

Рассмотрим задачу (6) в виде задачи ЛП с ограничениями только типа неравенств:

min
y∈Rυ(c

′y), b + Ny � 0, y � 0. (24)

В силу построения (6), задачи вида (24) удовлетворяют следующим условиям:

• c′ � 0, ∓b � 0;

• строки в матрицах N,
(
b N

)
линейно независимы по построению уравнений связи zi =

= bi + eννi •y переменных zi � 0, а строки в матрице в N′ =
(
c′
N

)
— по предположению

о единственности решения задачи (1), равносильной (6);

• не имеется υ или менее линейно зависимых строк в матрице

(
N′
Iυ

)
или υ + 1 или меньше

линейно зависимых строк в

(
b N
0υ Iυ

)
.

В частности, ЛП-задача в этой модели будет невырожденной. Обозначим:
p = −bT — m-мерная вектор-строка,

G =
(
N −Im

)T
— (n × m)-матрица ранга m в блочном виде,

g =
(
c′ 0T

m

)T
— n-мерный вектор в блочном виде.

При введенных обозначениях задача, двойственная (24), принимает вид

max
u∈Rm

(pu), Gu � g. (25)
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Ограничимся выводом верхней границы m
2 для задач вида (25), что согласуется с почти линейным

ростом числа итераций симплекс-метода на практике. Модель естественная. Наряду с линейной
программой вида (25) задана начальная вершина uν (начальное значение счетчика числа итера-
ций ν = 0). Затем выберем вектор-строку p, удовлетворяющую условию

puν = max
u∈Rm

(pu), Gu � g. (26)

ЗАМЕЧАНИЕ. Для произвольной вершины uν легко найти некоторую удовлетворяющюю усло-
вию (26) вектор-строку p, например, можно сложить строки G, в которых достигается равенство в си-
стеме Guν � g [Схрейвер, 1991]. Функция u→ pu называется коцелевой функцией.

Затем выбирается одно из правил вычисления ведущей строки: Данцига или по наиболь-
шему вкладу в изменение значения целевой функции. Первое правило проще, однако выбор
второго при решении плохо обусловленных задач приводит к увеличению точности решения,
а при возникновении последовательностей итераций, на которых целевая функция практически
не изменяется, — к существенному уменьшению числа итераций. Таким образом, механизм вы-
бора ведущей строки можно описать следующим образом. При решении плохо обусловленных
задач выбирается второе правило, иначе — первое. Если выбрано второе правило, то механизм
выбора описан. Иначе выбор ведущей строки обеспечивается внутренней структурой алгорит-
ма так. На каждой итерации алгоритма оценивается приращение целевой функции. Если оно
меньше заданного порогового значения, то выбирается второе правило, иначе — первое.

Прямой алгоритм решения невырожденной задачи (24) и алгоритм симплекс-метода ре-
шения (25) генерируют (из утверждения 1) одинаковую последовательность точек (базисное ре-
шение и текущее двойственное решение вектора оценок строк). Более того, геометрически ите-
рации прямого алгоритма представляют собой переход от одной точки к другой в направлении
возрастания целевой функции. Таким образом, механизм выбора ведущей строки удовлетворяет
следующим условиям:

(i) задача (25) невырожденная;
(ii) геометрически итерации алгоритма симплекс-метода представля-

ют собой переход от одной точки uν к другой uν+1 в направлении
возрастания целевой функции u → pu, следовательно, и в направ-
лении убывания коцелевой функции u→ pu;

(iii) для любого фиксированного p обращение знаков некоторых нера-
венств, в которых достигается равенство в системе Guν � g (так,
чтобы максимум pu на измененном полиэдре был конечен), или
замена p на −p не зависит от G, g, p, p.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(27)

Практический смысл условий (27) можно поставить под сомнение, если не учитывать
возникающие на практике плохо обусловленные задачи с сильной неустойчивостью численных
решений относительно ошибок исходных данных или машинных округлений. Однако это прежде
всего субъективная точка зрения автора.

ЗАМЕЧАНИЕ (ОБОСНОВАНИЕ). Не нарушая общности, будем считать, что на очередной итерации
алгоритма решается система с матрицей Гильберта. Данные матрицы интересны тем, что они плохо обу-
словлены даже для сравнительно небольших значений их порядка. Эта особенность позволяет их исполь-
зовать для проверки и отладки различных вычислительных алгоритмов. Системы с плохо обусловленными
матрицами принято называть неустойчивыми или плохо обусловленными. В целом они характеризуются
тем, что незначительное изменение условий счета может привести к недопустимо большим ошибкам в ре-
шении. Более того, известно, что применение математики «длинных чисел» позволяет получить основные
характеристики матриц Гильберта (например, значения норм, чисел обусловленности и т. д.) до сотого
порядка и выше [Майстренко, Светлаков, Черепанов, 2011]. Получить подобные результаты, используя
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одинарную, двойную или максимальную машинную точность, невозможно в принципе. Таким образом,
построение алгоритма решения подобных задач большой размерности, используя одинарную, двойную,
максимальную машинную точность или математику «длинных чисел», также невозможно в принципе.

Теперь можно провести ведущую операцию и найти uν+1.
Поскольку (из (27), (i)) puν+1 � puν, puν+1 � puν и (из (27), (ii)) puν+1 > puν, puν+1 < puν

и программа (25) неограниченная, имеем

puν+1 > puν, puν+1 < puν, pϕ =
(
uν+1 − uν

)
> 0, pϕ < 0. (28)

Утверждение 2. Если механизм выбора ведущей строки удовлетворяет (27), то симп-
лекс-метод решает задачи вида (25) за не более чем m

2 итераций.

Доказательство. Пусть заданы задача (25), вершина uν полиэдра P и вектор-строка p, для
которой uν максимизирует pu на множестве Gu � g. Пусть n и m — соответственно число строк
и столбцов матрицы G.

Пусть ω1, . . . , ωt — векторы из Rn, являющиеся решениями подсистем из n линейно неза-
висимых уравнений системы Gu = g. Таким образом, t = Cm

n .
Рассмотрим класс L задач ЛП вида

max
u∈Rm

(pu), G̃u � g̃,

образованных из программы (25) путем обращения некоторого (возможно, пустого) множества
неравенств и (или) замены вектора p на −p, для которых конечен максимум

max
u∈Rm

(pu), G̃u � g̃. (29)

Покажем, что |L| = 2Cm
n . Действительно, из условия утверждения 1 вытекает, что каждый мак-

симум (29) достигается на единственной вершине G̃u � g̃ и, следовательно, на одном из векто-
ров ωs. Более того, для каждого ωs существует ровно один выбор системы G̃u � g̃, при котором
максимум (29) достигается на ωs. Поскольку ровно n неравенств из системы G̃u � g̃, допу-
стим G̃′u � g̃′, выполняются на ωs как равенства. Таким образом, в остальных n−m неравенствах
знак неравенства при подстановке ωs будет строгий и потому не может быть обращен. Более то-
го, вектор-строка p должна принадлежать конусу, порожденному строками G̃, и, следовательно,
здесь знаки однозначно определены. Таким образом, ωs отвечают программы:

max
u∈Rm

(pu), G̃u � g̃, max
u∈Rm

(−pu), G̃u � g̃.

Поэтому |L| = 2Cm
n .

Теперь рассмотрим множество всех конечных и бесконечных ребер всех полиэдров, за-
данных системами G̃u � g̃. Каждое множество из m − 1 уравнений системы Gu = g порождает
прямую (одномерное аффинное подпространство) в Rm содержащую n−m+1 из точек ωs, которые
разбивают ее на n−m ребер-отрезков и два бесконечных ребра-луча. Пусть l — такая прямая, a ωs

и ωμ — две соседние точки на l, т. е. отрезок ωsωμ не содержит других точек из ω1, . . . , ωt. Тогда
ребро ωsωμ проходится в одной из программ класса ровно один раз. Предположим противное,
что ωsωμ проходится в более чем одной программе:

max
u∈Rm

(p̃u), G̃u � g̃.

Для точки ωs найдем вектор-строку p, удовлетворяющую условию

pωs = max
u∈Rm

(pu), u ∈ P̃ = {u | G̃u � g̃},
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и для полиэдра P̃ справедливо неравенство

pu � pωs. (30)

Из (27) вытекает, что ровно m−1 из неравенств системы G̃u � g̃ обращаются в равенства на ωsωμ.
Обозначим матрицу коэффициентов подсистемы таких неравенств ранга m − 1 через G̃

eq(ωsωμ)
.

Таким образом, знаки неравенства в других неравенствах системы нельзя обратить. Более то-
го, существует ровно одна (m − 1)-мерная вектор-строка w, удовлетворяющая wG̃

eq(ωsωμ)
= p.

Поскольку неравенство (30) задает опорное подпространство, то wT > 0. Из единственности w
вытекает единственность знаков неравенства в G̃u � g̃. Наконец, если pωs > pωμ, то из (28)
следует p̃ = p. Если pωs < pωμ, то из (28) вытекает, что p̃ = −p. Таким образом, для p̃ также
имеется единственный выбор, так что ребро ωsωμ проходится в единственной программе из L.

Аналогично из (28) следует, что каждый луч ωs + ϕR+ проходится только в том случае,
если pϕ > 0, и потому лишь в одной программе из L.

На каждой прямой, заданной m − 1 уравнениями из системы Gu = g, имеются n − m ребер
и один луч ωs + ϕR+ с pϕ > 0. Таким образом, полное число таких лучей и ребер равно (n − m +
+ 1)Cm−1

n = mCm
n , поэтому число итераций не больше чем

mCm
n
|L| =

1
2 m.

Утверждение доказано. �

В частности, отсюда и из утверждения 1 следует, что прямой алгоритм решает задачи
вида (24) за не более чем m

2 итераций.

4. Примеры решений задач с гарантированным поведением
симплекс-метода

Рассмотрим прямой алгоритм на примерах решений задач с гарантированным поведением
симплекс-метода в феноменологическом плане (в смысле понимания феномена) и конструктив-
ном плане (как определяемое устроено и как с ним работать) [Лачинов, Поляков, 1999].

ПРИМЕР 1 (ШЕВЧЕНКО – ЗОЛОТЫХ [ШЕВЧЕНКО, ЗОЛОТЫХ, 2002]). Найти решение за-
дачи (1) на зацикливание симплекс-метода с правилом Данцига:

c =
(
0 0 0 0 −200 −175 1100 2

)
,

H =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 −3 − 5
4 7 1

50

−1 0 0 0 − 1
3 − 1

6 1 1
50

0 0 1 0 75
2 − 25

4
175

2
1
4

0 0 0 1 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, h =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
0
−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Покажем, что решение задачи Шевченко – Золотых достигается на первом этапе алгоритма.
В процессе решения участвуют следующие вспомогательные величины:

c0

(
−c0 � cx∗

)
— сколь угодно большая скалярная величина, вводится для уменьшения

ошибок компенсации;

x0 (x0 � 0) — дополнительная переменная;

c0 − x0 + cx = 0 — уравнение связи дополнительной переменной;

min
x∈Rn

(x0), c0 − x0 + cx = 0, h + Hx = 0, x0 � 0, x � 0, — задача, эквивалентная задаче

Шевченко – Золотых.
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ЗАМЕЧАНИЕ. Среди арифметических операций есть такие, которые могут приводить к появлению
относительных ошибок, превышающих величину машинной точности во много раз, например вычис-
ления разностей почти совпадающих округленных чисел. Связанные с ними ошибки принято называть
ошибками компенсации [Гилл, Мюррей, Райт, 1985].

Шаг 0 (инициализация). Вычислить номер r ведущего столбца (номер ведущей стро-
ки q = 0) по формуле

Θr = min
i=1, ..., 8, ci<0

ci = c5 = −200.

Переписать уравнение связи дополнительной переменной x0 � 0:

x5 = x0
5 + e0

50 •
(
x1 x2 x3 x4 x0 x6 x7 x8

)T
,

E0
50
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1

1
1

− 1
200 − 7

8
11
2

1
100

1
1

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Положить

x0 =
(
0 0 0 0 1

200c0 0 0 0
)T
.

Шаг 1 (расчет x1). Вычислить элементы уравнения связи четвертой строки (выберем номер
ведущей строки q = 4):

h1
4 +

(
h1

41 · · · h1
48

) (
x1 x2 x3 x4 x0 x6 x7 x8

)T
= 0,

h1
4 = h4 + h45x0

5 = 1,
(
h1

41 · · · h1
48

)
= h4 •E

0
50
=

(
0 0 0 1 0 0 0 1

)
.

Переписать уравнение связи четвертой строки (для упрощения вычислений выберем номер ве-
дущего столбца r = 8):

x8 = x1
8 + e1

81 •
(
x1 x2 x3 x4 x0 x6 x7

)T
,

x1
8 = 1, e1

81 • =
(
0 0 0 −1 0 0 0

)
,

E1
81
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1

1
1

1
1

1
−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.
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Пересчитать элементы уравнения связи:

x5 = x1
5 + e0

51 •
(
x1 x2 x3 x4 x0 x6 x7

)T
,

x1
5 =

1
100
+

1
200

c0, e0
51 • = e0

50 •E
1
81
=

(
0 0 0 − 1

100 − 1
200 − 7

8
11
2

)
,

E0
50

E1
81
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1

1
1

− 1
100 − 1

200 − 7
8

11
2

1
1

−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Положить
x1 =

(
0 0 0 0 1

100 +
1

200c0 0 0 1
)T
.

Шаг 2 (расчет x2). Вычислить элементы уравнения связи первой строки (выберем q = 1):

h2
1 +

(
h2

11 h2
12 · · · h2

17

) (
x1 x2 x3 x4 x0 x6 x7

)T
= 0,

h2
1 = h1 + h15x1

5 + h18x1
8 = −

1
100
− 3

200
c0,

(
h2

11 h2
12 · · · h2

17

)
= h1 •E

0
50

E1
81
=

(
0 1 0 1

100
3

200
11
8 − 19

2

)
.

Переписать уравнение связи первой строки (выберем r = 2):

x2 = x2
2 + e2

22 •
(
x1 x3 x4 x0 x6 x7

)T
,

x2
2 =

1
100
+

3
200

c0, e2
22 • =

(
0 0 − 1

100 − 3
200 − 11

8
19
2

)
,

E2
22
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

− 1
100 − 3

200 − 11
8

19
2

1
1

1
1

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Пересчитать элементы уравнений связи:

x8 = x2
8 + e1

82 •
(
x1 x3 x4 x0 x6 x7

)T
,

x2
8 = 1, e1

82 • = e1
81 •E

2
22
=

(
0 0 −1 0 0 0

)
,

x5 = x2
5 + e0

52 •
(
x1 x3 x4 x0 x6 x7

)T
,

x2
5 =

1
100
+

1
200

c0, e0
52 • = e0

51 •E
2
22
=

(
0 0 − 1

100 − 1
200 − 7

8
11
2

)
,
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E0
50

E1
81

E2
22
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

− 1
100 − 3

200 − 11
8

19
2

1
1

− 1
100 − 1

200 − 7
8

11
2

1
1

−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Положить

x2 =
(
0 1

100 +
3

200 c0 0 0 1
100 +

1
200 c0 0 0 1

)T
.

Шаг 3 (расчет x3). Вычислить элементы уравнения связи второй строки (выберем q = 2):

h3
2 +

(
h3

21 h3
22 · · · h3

26

) (
x1 x3 x4 x0 x6 x7

)T
= 0,

h3
2 = h2 + h22x2

2 + h25x2
5 =

1
60
− 1

600
c0,

(
h3

21 h3
22 · · · h3

26

)
= h2 •E

0
50

E1
81

E2
22
=

(
−1 0 − 1

60
1

600
1
8 − 5

6

)
.

Переписать уравнение связи второй строки (выберем r = 5):

x6 = x3
6 + e3

63 •
(
x1 x3 x4 x0 x7

)T
,

x3
6 = −

2
15
+

1
75

c0, e3
63 • =

(
8 0 2

15 − 1
75

20
3

)
,

E3
63
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1

1

1

8 0 2
15 − 1

75
20
3

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Пересчитать элементы уравнений связи:

x8 = x3
8 + e1

83 •
(
x1 x3 x4 x0 x7

)T
,

x3
8 = 1, e1

83 • = e1
82 •E

3
63
=

(
0 0 −1 0 0

)
,

x5 = x3
5 + e0

53 •
(
x1 x3 x4 x0 x7

)T
,

x3
5 =

19
150
− 1

150
c0, e3

53 • = e3
52 •E

3
63
=

(
−7 0 19

150
1

150 − 1
3

)
,

x2 = x3
2 + e2

23 •
(
x1 x3 x4 x0 x7

)T
,

x3
2 =

29
150
− 1

300
c0, e2

23 • = e2
22 •E

3
63
=

(
−11 0 − 29

150
1

300
1
3

)
,
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E0
50

E1
81

E2
22

E3
63
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

−11 − 29
150

1
300

1
3

1
1

−7 − 19
150

1
150 − 1

3

8 − 2
15 − 2

150
20
3

−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Положить

x3 =
(
0 29

150 − 1
300 c0 0 0 19

150 − 1
150 c0 − 2

15 +
2

150c0 0 1
)T
.

Шаг 4 (расчет x4). Вычислить элементы уравнения связи третьей строки:

h4
3 +

(
h4

31 h4
32 · · · h4

35

) (
x1 x3 x4 x0 x7

)T
= 0,

h4
3 = h3 + h32x3

2 + h35x3
5 + h36x3

6 + h38x3
8 =

35
6
− 1

3
c0,

(
h4

31 h4
32 · · · h4

35

)
= h3 •E

0
50

E1
81

E2
22

E3
63
=

(
− 625

2 1 − 35
6

1
3 − 325

6

)
.

Переписать уравнение связи третьей строки (r = 2):

x3 = x4
3 + e4

34 •
(
x1 x4 x0 x7

)T
,

x4
3 = −

35
6
+

1
3

c0, e4
34 • =

(
625

2
35
6 − 1

3
325
6

)
,

E4
34
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
625

2
35
6 − 1

3
325
6

1
1

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Пересчитать элементы уравнений связи:

x5 = x4
5 + e0

54 •
(
x1 x4 x0 x7

)T
,

x4
5 =

19
150
− 1

150
c0, e0

54 • = e0
53 •E

4
34
=

(
−7 − 19

150
1

150 − 1
3

)
,

x6 = x4
6 + e3

64 •
(
x1 x4 x0 x7

)T
,

x4
6 = −

2
15
+

1
75

c0, e3
64 • = e3

63 •E
4
34
=

(
8 2

15 − 2
150

20
3

)
,

x2 = x4
2 + e2

24 •
(
x1 x4 x0 x7

)T
,

x4
2 =

29
150
− 1

300
c0, e2

24 • = e2
23 •E

4
34
=

(
−11 − 29

150
1

300
1
3

)
,

x8 = x4
8 + e1

84 •
(
x1 x4 x0 x7

)T
,

x4
8 = 1, e1

84 • = e1
83 •E

4
34
=

(
0 −1 0 0

)
.
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Переписать уравнение связи переменной x5 � 0
(
x4

5 < 0
)
:

x0 = x4
0 + e4

04 •
(
x1 x4 x5 x7

)T
,

x4
0 = −19 + c0, e4

04 • =
(
1050 19 150 50

)
,

E4
04
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1

1
1050 19 150 50

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Пересчитать элементы уравнений связи:

x2 = x5
2 + e2

25 •
(
x1 x4 x5 x7

)T
,

x5
2 =

13
100
, e2

25 • = e2
24 •E

4
04
=

(
− 15

2 − 13
100

1
2

1
2

)
,

x3 = x5
3 + e4

35 •
(
x1 x4 x5 x7

)T
,

x5
3 =

1
2
, e4

35 • = e4
34 •E

4
04
=

(
− 75

2 − 1
2 −50 75

2

)
,

x6 = x5
6 + e3

65 •
(
x1 x4 x5 x7

)T
,

x5
6 =

3
25
, e3

65 • = e3
64 •E

4
04
=

(
−6 − 3

25 −2 6
)
,

x8 = x5
8 + e1

85 •
(
x1 x4 x5 x7

)T
,

x5
8 = 1, e1

85 • = e1
84 •E

4
04
=

(
0 −1 0 0

)
.

Положить
x∗ = x4 =

(
0 13

100
1
2 0 0 3

25 0 1
)T
� 0, cx∗ = −19.

ЗАМЕЧАНИЕ. Ошибки компенсации минимизируются при исключении дополнительной перемен-
ной x0 в процессе расчета x4.

ПРИМЕР 2 (ШЕВЧЕНКО – ЗОЛОТЫХ [ШЕВЧЕНКО, ЗОЛОТЫХ, 2002]). Найти решение за-
дачи на зацикливание симплекс-метода с правилом Данцига:

c =
(
600 0 0 0 0 −75 500 −2

)
,

H =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

9 1 0 0 0 1
4 −2 − 1

25

3 0 1 0 0 1
2 −3 − 1

50

0 0 0 1 0 0 0 1

− 225
2 0 0 0 1 −25 200 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, h =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
1
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Покажем, что решение задачи Шевченко – Золотых достигается на втором этапе алгоритма.
Ниже будем использовать верхний индекс ν как счетчик итераций. Начальное значение этого
счетчика — ν = 0, и задача, построенная на четвертом шаге первого этапа решения задачи Шев-
ченко – Золотых [Свириденко, 2017], может быть переписана как

min x0 = eν01x1 + eν02x2 + eν03x3 + eν04x4,
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⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x5
x6
x7
x8

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

xν5
xν6
xν7
xν8

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

eν5 •
eν6 •
eν7 •
eν8 •

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1
x2
x3
x4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
� 0,

x1 � 0, x2 � 0, x3 � 0, x4 � 0,

eν0 • =
(
1925 100 100 8

)
, xν =

(
0 0 0 0 3 − 8

25 − 3
50 1

)T
,

eν5 • =
(

1825
2 −100 0 −3

)
, eν6 • =

(
104 12 −8 8

25

)
,

eν7 • =
(
− 35

2 2 −1 3
50

)
, eν8 =

(
0 0 0 −1

)
.

Шаг 1 (расчет x1). Вычислить номер q ведущего уравнения связи по формуле

θq = min
i=5, 6, 7, 8, x0

i <0
x0

i = x0
6 = −

8
25
.

Вычислить номер r ведущего столбца по формуле

Θr = min
i=1, 2, 3, 4, e0

6i>0

e0
0i

e0
6i

=
e0

02

e0
62

=
25
3
.

Переписать уравнение связи переменной x6 � 0
(
x0

6 < 0
)
:

x2 = x1
2 + e1

2 •
(
x1 x6 x3 x4

)T
,

x1
2 =

2
75
, e1

2 • =
(
− 26

3
1
12

2
3 − 2

75

)
,

E1
2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

− 26
3

1
12

2
3 − 2

75

1
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Пересчитать элементы уравнений связи:

x5 = x1
5 + e1

5 •
(
x1 x6 x3 x4

)T
,

x1
5 =

1
3
, e1

5 • = e0
5 •E

1
2 =

(
− 275

6
25
3 − 200

3 − 1
3

)
,

x7 = x1
7 + e1

7 •
(
x1 x6 x3 x4

)T
,

x1
7 = −

1
150
, e1

7 • = e0
7 •E

1
2 =

(
− 209

6
1
6

1
3

1
150

)
,

x8 = x1
8 + e1

8 •
(
x1 x6 x3 x4

)T
,

x1
8 = 1, e1

8 • = e0
8 •E

1
2 =

(
0 0 0 −1

)
.

Пересчитать элементы целевой функции:

e1
0 • = e0

0 •E
1
2 =

(
3175

3
25
3

500
3

16
3

)
.

Положить
x1 =

(
0 2

75 0 0 1
3 0 − 1

150 1
)T
.
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Шаг 2 (расчет x2). Вычислить номер q ведущего уравнения связи по формуле

θq = min
i=2, 5, 7, 8, x1

i <0
x1

i = x1
7 = −

1
150
.

Вычислить номер r ведущего столбца по формуле

Θr = min
i=1, 6, 3, 4, e0

7i>0

e1
0i

e1
7i

=
e1

06

e1
76

= 50.

Переписать уравнение связи переменной x7 � 0
(
x1

7 < 0
)
:

x6 = x2
6 + e2

6 •
(
x1 x7 x3 x4

)T
,

x2
6 =

1
25
, e2

6 • =
(
209 6 −2 − 1

25

)
,

E2
6 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

209 6 −2 − 1
25

1
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Пересчитать элементы уравнений связи:

x2 = x2
2 + e2

2 •
(
x1 x7 x3 x4

)T
,

x2
2 =

3
100
, e2

2 • = e1
2 •E

2
6 =

(
35
4

1
2

1
2 − 3

100

)
,

x5 = x2
5 + e2

5 •
(
x1 x7 x3 x4

)T
,

x2
5 = 0, e2

5 • = e1
5 •E

2
6 =

(
− 3575

2 −50 −50 0
)
,

x8 = x2
8 + e2

8 •
(
x1 x7 x3 x4

)T
,

x2
8 = 1, e2

8 • = e1
8 •E

2
6 =

(
0 0 0 −1

)
.

Пересчитать элементы целевой функции:

e2
0 • = e1

0 •E
2
6 =

(
2800 50 150 5

)
.

Положить

x∗ = x2 =
(
0 3

100 0 0 0 1
25 0 1

)T
� 0, cT x∗ = −16

3
.

ПРИМЕР 3 (KLEE – SCHRIJVER [YAN, 2020]). Схрейвер доказал, что симплекс-метод
решения задачи

min
x∈Rn

(cx), h + Hx � 0, x � 0,

c =
(
−2n−1 −2n−2 · · · −2 −1

)
,

H =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1
−22 −1

. . .

−2n −2n−1 · · · −22 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, h =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

5
52

...

5n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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с правилом Данцига не полиномиален: число итераций алгоритма растет экспоненциально быст-
ро [Схрейвер, 1991]. Допустимая область этой задачи является деформированным n-мерным
кубом, так что симплекс-метод последовательно проходит все его 2n вершин. Причина этого со-
стоит в комбинаторном характере симплекс-метода, последовательно перебирающего вершины
многогранника допустимых решений при поиске оптимального решения. Таким образом, дан-
ный метод эффективен на небольшом наборе входных данных, при увеличении же их сложность
алгоритма будет возрастать скачкообразно.

ЗАМЕЧАНИЕ. x∗ =
(
0 · · · 0 5n

)T
— единственное оптимальное решение задачи Klee – Schrijver

[Схрейвер, 1991].

Покажем, что прямой алгоритм с правилом Данцига находит решение задачи Klee – Schrij-
ver на первом шаге первого этапа. В процессе решения участвуют следующие вспомогательные
величины:

c0

(
−c0 � cx∗

)
— сколь угодно большая скалярная величина,

x0

(
x0 � 0

)
— дополнительная переменная,

c0 − x0 + cx = 0 — уравнение связи дополнительной переменной,
min
x∈Rn

(x0), c0 − x0 + cx = 0, h + Hx � 0, x0 � 0, x � 0, — задача, эквивалентная задаче

Klee – Schrijver.
xn+1 � 0, . . . , x2n � 0 — дополнительные переменные для приведения задачи Klee – Schrijver

к каноническому виду путем добавления к правой части каждого уравнения соответственно.
Шаг 0 (инициализация). Вычислить номер r ведущего столбца (номер ведущей стро-

ки q = 0) по формуле
Θr = min

i=1, ..., n, ci<0
ci = c1 = −2n−1.

Переписать уравнение связи дополнительной переменной x0 � 0:

x1 = x0
1 + e0

10 •
(
x0 x2 · · · xn

)T
,

x0
1 = 2−n+1c0, e0

10 • =
(
−2−n+1 −2−1 · · · −2−n+2 −2−n+1

)
,

E0
10
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−2−n+1 −2−1 · · · −2−n+2 −2−n+1

1
. . .

1
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Положить
x0 =

(
2−n+1c0 0 · · · 0

)T
.

Шаг 1 (расчет x1). Вычислить номер q ведущей строки по формуле

θq = min
j=1, ..., n, hj+hj •x0<0

(
hj + hj •x

0
)
= hn + hn •x0 = 5n − 2c0.

Вычислить элементы уравнения связи n-й строки:

h1
n +

(
h1

n1 h1
n2 · · · h1

nn

) (
x0 x2 · · · xn

)T
= x2n,

h1
n = hn + hn1x0

1 = 5n − 2c0,
(
h1

n1 h1
n2 · · · h1

nn

)
= hnE0

10 • =
(
2 0 · · · 0 1

)
.
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Вычислить номер r ведущего столбца по формуле

Θr = max
i=1, ..., n, h1

ni>0, i�1
h1

ni = h1
nn = 1.

Переписать уравнение связи n-й строки:

xn = x1
n + e1

n1 •
(
x0 x2 · · · xn−1 x2n

)T
,

x1
n = −5n + 2c0, e1

n1 • =
(
−2 0 · · · 0 1

)
,

E1
n1
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1
. . .

1
−2 0 · · · 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Пересчитать элементы уравнения связи:

x1 = x1
1 + e0

11 •
(
x0 x2 · · · xn−1 x2n

)T
,

x1
1 = −2−n+1c0 + 2−n+15n, e0

11 • = e0
10 •E

1
n1
=

(
2−n+1 −2−1 · · · −2−n+2 −2−n+1

)
.

Переписать уравнение связи переменной x1 � 0
(
x1

1 < 0
)
:

x0 = x1
0 + e1

01 •
(
x1 x2 · · · xn−1 x2n

)T
,

x1
0 = −5n + c0, e1

01 • =
(
2n−1 2n−2 · · · 2 1

)
,

E1
01
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2n−1 2n−2 · · · 2 1
1

. . .

1
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Пересчитать элементы уравнения связи:

xn = x2
n + e1

n2 •
(
x1 x2 · · · xn−1 x2n

)T
,

x2
n = 5n, e1

n2 • = e1
n1 •E

1
01
=

(
−2n −2n−1 · · · −22 −1

)
.

Положить
x∗ = x1 =

(
0 0 · · · 0 5n

)T
� 0, cx∗ = −5n.

ПРИМЕР 4 (СВИРИДЕНКО [СВИРИДЕНКО, 2017]). Большие задачи ЛП, как правило, име-
ют неединственное решение. Различные методы решения таких задач (симплекс-метод, метод
внутренних точек, метод квадратичной штрафной функции) приводят к различным решениям
в случае неединственности. Симплекс-метод дает решение, которое принадлежит вершине мно-
гогранного множества. Методы внутренней точки сходятся к решению, в котором выполнено
условие строгой дополняющей нежесткости. Метод внешней квадратичной штрафной функции
дает возможность найти точное нормальное решение (иными словами, решение, обладающее ми-
нимальной евклидовой нормой). Отметим, что нахождение нормального решения тесно связано
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с методом регуляризации [Поляк, 2006] и методом квадратичной штрафной функции [Фиакко,
Мак-Кормик, 1972].

Подход к построению всех вершин
{
x1∗ , . . . , xs∗

}
многогранного множества решений зада-

чи ЛП прямым алгоритмом рассмотрен на примере задачи вида (1) с бесконечным множеством
решений [Свириденко, 2017]:

c =
(
1 1 2 2 1

)
,

H =

(
0 1 1 1 0
1 −1 2 2 3

)
, h =

(
2
2

)
,

x1∗ =
(
0 2

3
4
3 0 0

)T
, cx1∗ =

10
3
,

x2∗ =
(
0 2

3 0 4
3 0

)T
, cx2∗ =

10
3
,

x3∗ =
(
0 6

3 0 0 4
3

)T
, cx3∗ =

10
3
.

Теперь рассмотрим подход к расчету нормального решения x∗ как к решению задачи про-
екции нуля на множество решений задачи Свириденко:

{
α1x1∗ + α2x2∗ + α3x3∗ | α1 + α2 + α3 = 1, αs � 0, s = 1, 2, 3

}
.

Решение этой задачи существует и единственно [Малозёмов, 2017b], ее решение:

α1 =
1
2
, α2 =

1
2
, α3 = 0,

следовательно,

x∗ =
1
2

x1∗ +
1
2

x2∗ + 0x3∗ =
(
0 2

3
2
3

2
3 0

)T
, cx∗ =

10
3
.

Заключение

Прямой метод представляет собой последовательность шагов, на каждом из которых по-
лучают нули в нужных позициях очередного обрабатываемого столбца матрицы условий прямой
задачи. При этом сохраняются нули, полученные ранее в предыдущих столбцах.

Лачинов и Поляков в [Лачинов, Поляков, 1999] отметили, что любой современный язык
программирования имеет «вкус» и «запах» своих предшественников, так и прямой алгоритм
неизбежно несет черты симплекс-метода с обратной матрицей. Более того, предложены два ва-
рианта алгоритма решения задачи, полученной на первом этапе, в сопряженной канонической
форме. Первый основан на ее решении прямым алгоритмом в терминах симплекс-метода, а вто-
рой — на решении задачи, двойственной к ней, симплекс-методом. Доказано, что оба варианта
эквивалентны: при одинаковых исходных данных генерируют одинаковую последовательность
точек — базисное решение и текущее двойственное решение вектора оценок строк. Отсюда сле-
дует вывод: прямой алгоритм — это алгоритм типа симплекс-метода.

На каждой итерации каждого этапа прямой алгоритм генерирует последовательность то-
чек, выходящих за пределы допустимой области в направлении возрастания целевой функции,
до тех пор, пока не будет получено допустимое решение, причем гиперплоскость целевой функ-
ции, проходящая через эти точки, не пересекает допустимую область. Поэтому, в соответствии
с терминологией Фиакко и Мак-Кормика, прямой алгоритм относится к одному из вариантов
метода внешних точек [Фиакко, Мак-Кормик, 1972].
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Симплекс-метод, метод внутренних точек и метод квадратичной штрафной функции при-
водят к различным решениям в случае их неединственности. Симплекс-метод дает решение,
которое принадлежит вершине многогранного множества. Методы внутренней точки сходятся
к решению, в котором выполнено условие строгой дополняющей нежесткости. Метод внешней
квадратичной штрафной функции дает возможность найти решение, обладающее минимальной
евклидовой нормой (точное нормальное решение). Решением задачи из примера 4 (подход к рас-
чету нормального решения) покажем, что прямой метод дает возможность найти все оптималь-
ные вершины

(
x1∗ , x2∗ , x3∗

)
многогранного множества и, следовательно, приводит и к точному

нормальному решению, и к решению, в котором выполнено условие дополняющей нежестко-
сти. Решение

(
x1∗

)
, принадлежащее вершине многогранного множества, достигается на второй

итерации первого этапа:

min(x1), x2 =
2
3
+

1
3

x1 + x5, x3 =
4
3
− 1

3
x1 − x4 − x5, xi � 0, i = 1, . . . , 5,

x1∗ =
(
0 2

3
4
3 0 0

)T
, cx1∗ =

10
3
.

Для поиска остальных решений
(
x2∗ , x3∗

)
, принадлежащих вершинам многогранного множества,

решим задачи ЛП (оптимальное значение x1 заведомо равно нулю):

max(x4), x2 =
2
3
+ x5, x3 =

4
3
− x4 − x5, xi � 0, i = 2, . . . , 5,

max(x5), x2 =
2
3
+ x5, x3 =

4
3
− x4 − x5, xi � 0, i = 2, . . . , 5.

Их решения:

(
x2 x3 x4 x5

)T
=

(
2
3 0 4

3 0
)T
,

(
x2 x3 x4 x5

)T
=

(
0 6

3 0 4
3

)T
,

следовательно,

x2∗ =
(
0 2

3 0 4
3 0

)T
, cx2∗ =

10
3
, x3∗ =

(
0 6

3 0 0 4
3

)T
, cx3∗ =

10
3
.
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