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На основе гамильтониана Холстейна промоделирована динамика заряда, привнесенного в молеку-
лярную цепочку сайтов, при разной температуре. При расчете температура цепочки задается начальными
данными — случайными гауссовыми распределениями скоростей и смещений сайтов. Рассмотрены разные
варианты начального распределения зарядовой плотности. Расчеты показывают, что система на больших
расчетных временах переходит к колебаниям около нового равновесного состояния. Для одинаковых на-
чальных скоростей и смещений средняя кинетическая энергия (и, соответственно, температура T ) цепочки
меняется в зависимости от начального распределения зарядовой плотности: убывает при внесении в це-
почку полярона или увеличивается, если в начальный момент электронная часть энергии максимальна.

Проведено сравнение с результатами, полученными ранее в модели с термостатом Ланжевена. В обо-
их случаях существование полярона определяется тепловой энергией всей цепочки. По результатам мо-
делирования, переход от режима полярона к делокализованному состоянию происходит в одинаковой
области значений тепловой энергии цепочки N сайтов ∼ NT для обоих вариантов термостата, с дополни-
тельной корректировкой: для гамильтоновой системы температура не соответствует начально заданной,
а определяется на больших расчетных временах из средней кинетической энергии цепочки.

В поляронной области применение разных способов имитации температуры приводит к ряду суще-
ственных различий в динамике системы. В области делокализованного состояния заряда, для больших
температур, результаты, усредненные по набору траекторий в системе со случайной силой, и результаты,
усредненные по времени для гамильтоновой системы, близки, что не противоречит гипотезе эргодич-
ности. С практической точки зрения для больших температур T ≈ 300 K при моделировании переноса
заряда в однородных цепочках можно использовать любой вариант задания термостата.

Ключевые слова: квантово-классическая модель, разрушение полярона, делокализованное
состояние, термостат Ланжевена, гамильтонова система, термодинамические средние
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Based on the Holstein Hamiltonian, the dynamics of the charge introduced into the molecular chain of
sites was modeled at different temperatures. In the calculation, the temperature of the chain is set by the initial
data — random Gaussian distributions of velocities and site displacements. Various options for the initial charge
density distribution are considered. Long-term calculations show that the system moves to fluctuations near a new
equilibrium state. For the same initial velocities and displacements, the average kinetic energy, and, accordingly,
the temperature of the T chain, varies depending on the initial distribution of the charge density: it decreases
when a polaron is introduced into the chain, or increases if at the initial moment the electronic part of the
energy is maximum. A comparison is made with the results obtained previously in the model with a Langevin
thermostat. In both cases, the existence of a polaron is determined by the thermal energy of the entire chain.

According to the simulation results, the transition from the polaron mode to the delocalized state occurs
in the same range of thermal energy values of a chain of N sites ∼ NT for both thermostat options, with an
additional adjustment: for the Hamiltonian system the temperature does not correspond to the initially set one,
but is determined after long-term calculations from the average kinetic energy of the chain.

In the polaron region, the use of different methods for simulating temperature leads to a number of
significant differences in the dynamics of the system. In the region of the delocalized state of charge, for
high temperatures, the results averaged over a set of trajectories in a system with a random force and the results
averaged over time for a Hamiltonian system are close, which does not contradict the ergodic hypothesis. From
a practical point of view, for large temperatures T ≈ 300 K, when simulating charge transfer in homogeneous
chains, any of these options for setting the thermostat can be used.

Keywords: quantum-classical model, polaron disrupting, delocalized state, Langevin thermostat,
Hamiltonian system, thermodynamic averages
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Введение

Моделированию переноса заряда в квазиодномерных макромолекулах посвящено боль-
шое количество работ (см., например, [Cisneros-Ake, Cruzeiro, Velarde, 2015; Chakraborty, 2007;
Alexandrov, Devreese, 2010; Franchini et al., 2021] и ссылки в них). В последние десятилетия
интенсивно ведутся исследования механизмов транспорта заряда вдоль молекулярных цепочек
ДНК. ДНК является наиболее перспективной из биологических молекул с точки зрения ее ис-
пользования в нанобиоэлектронике [Chakraborty, 2007; Seeman, 2004; Offenhäusser, Rinaldi, 2009;
Rawtani, Kuntmal, Agrawal, 2016; Jastrzebska-Perfect et al., 2020; Beratan, 2019; Anantram, Qi, 2013;
Schuster, 2004; Лахно, Винников, 2021].

Важным аспектом при моделировании процессов переноса является имитация температу-
ры окружения. Вариант, когда температура задается только начальным распределением скоро-
стей и смещений молекулярных сайтов, использовался, например, в работах [Grozema, Berlin,
Siebbeles, 1999; Grozema, Berlin, Siebbeles, 2000; Neill et al., 2001]. В большом количестве ра-
бот при исследовании динамики распространения заряда применяется термостат Ланжевена:
в уравнения движения сайтов добавляются члены с вязким трением и случайной силой со спе-
циальными статистическими свойствами (белый шум), имитирующей флуктуации окружающей
среды [Cisneros-Ake, Cruzeiro, Velarde, 2015; Gu, Fu, 2016; Ebeling, Velarde, Chetverikov, 2009;
Voulgarakis 2017; Iubini et al., 2017].

Ранее было показано, что в модели Холстейна с термостатом Ланжевена разрушение по-
лярона зависит не от температуры T , а от тепловой энергии цепочки из N сайтов kBNT [Лах-
но, Фиалко, 2015; Fialko, Sobolev, Lakhno, 2016; Фиалко, Соболев, Лахно, 2017]. Эти результаты
плохо согласуются с предположением, что разрушение полярона при относительно малой темпе-
ратуре связано с использованием источника белого шума, который иногда выбрасывает частицу
из поляронной ямы даже при малой интенсивности шума. В данной работе описаны резуль-
таты моделирования динамики в системе, в которой температура имитируется только задани-
ем начальных скоростей и смещений классических сайтов. Проведено сравнение результатов,
полученных в модели с термостатом Ланжевена (усреднение по реализациям), с результатами
расчетов динамики в гамильтоновой системе (усреднение по времени).

В задачах моделирования молекулярной динамики, когда движение частиц описывается
системой классических уравнений, используются разные способы задания термостата [Товбин,
1996; Lemak, Balabaev, 1995; Холмуродов и др., 2003]. Расчеты динамики молекул проводят при
постоянной энергии системы или при постоянной температуре в предположении, что средние ве-
личины, рассчитанные для одной реализации на большом временном интервале, равны средним
по большому числу реализаций за короткий интервал времени (то есть эргодическая гипотеза
выполнена), и способ задания температуры выбирают исходя из физической постановки задачи
и удобства программирования.

Для полуклассической модели сравнение разных термостатов прямым моделированием,
насколько нам известно, ранее не проводилось.

Постановка задачи

В рамках модели Холстейна [Holstein, 1959] гамильтониан, усредненный по состояниям

волновой функции Ψ =
N∑

n=1
bn|n〉 (bn — амплитуда вероятности нахождения заряда на n-м сайте,

n = 1, . . . , N, N — длина цепочки), имеет вид

〈Ψ|Ĥ|Ψ〉 = 1
2

∑

n

M ˙̃u
2
n +

1
2

∑

n

Kũ2
n +
∑

m,n

νmnbmb∗n +
∑

n

α′ũnbnb∗n. (1)
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Предполагается, что внутрисайтовые колебания ũn относительно центра масс малы и могут счи-
таться гармоническими; зависимость энергии заряда на сайтах от смещений сайтов ũn линейная,
α′ — константа связи квантовой и классической подсистем, νmn (m � n) — матричные элементы
перехода заряда между m-м и n-м сайтами, νnn — энергия электрона на n-м сайте. Мы рассмат-
риваем приближение ближайших соседей, т. е. νmn = 0, если m � n ± 1, M — эффективная масса
сайта, K — упругая постоянная (в случае ДНК сайтом считается комплементарная пара основа-
ний [Schuster, 2004; Genereux, Barton, 2010; Лахно, Фиалко, 2012]).

Уравнения движения гамильтониана (1) для однородной цепочки сайтов в безразмерной
форме имеют вид

iḃn = η(bn−1 + bn+1) + χunbn, (2)

ün = −ω2un − χ|bn |2. (3)

Связь безразмерных коэффициентов с размерными параметрами следующая. В однород-
ной цепочке энергии электрона одинаковы для всех сайтов, полагаем ηnn = 0; матричные эле-

менты η = ηn,n±1 =
νn,n±1τ
�

(τ — характерное время, t̃ = τ t), частоты колебаний сайтов ω =
√
τ2K
M ,

χ = α′
√
τ3

�M (в случае ДНК подробнее про обезразмеривание написано в [Fialko, Sobolev, Lakhno,
2016; Лахно, Фиалко, 2012]). Соответствующая гамильтониану (1) энергия в безразмерном виде:

Etot = Ekin + Epot + Eη + Eχ =
1
2

N∑

n=1

v2
n +
ω2

2

N∑

n=1

u2
n + η

N−1∑

n=1

(bn+1b∗n + b∗n+1bn) + χ
N∑

n=1

unbnb∗n, (4)

где vn = u̇n — скорость n-го сайта.
Напомним, что при моделировании термостата Ланжевена температура окружающей сре-

ды T имитируется добавкой в подсистему (3) члена с трением (−γvn) и белого шума Zn(t) с ко-

эффициентом ξ, ξ2 = 2E∗Tγ
(

для характерной температуры T ∗ обезразмеривающий коэффици-

ент E∗ = kBT ∗τ
�

)

, то есть подсистема (3) заменяется на

ün = −ω2un − γu̇n − χ|bn|2 + ξZn. (3a)

Для системы (2)–(3a) проводится расчет множества реализаций (траекторий системы (2)–(3a)
из разных начальных данных и с разными псевдослучайными временными последовательностя-
ми Zn(t)), с последующим осреднением по реализациям.

Здесь приводятся результаты, полученные для системы (2)–(3), в которой температура за-
дается только начальным распределением смещений и скоростей сайтов {un(0), vn(0)}.

Вычислительный эксперимент

Расчеты проводились для цепочек длиной N = 40 и N = 80 сайтов. Параметры η = −0,456
(что соответствует полиадениновым фрагментам ДНК η ≈ 0,03 эВ [Jortner, Bixon, Voityuk, 2002]
при выборе характерного времени τ = 10−14 с), ω = 0,5, χ = 1. Для характерной температу-
ры T ∗ = 1 K E∗ ≈ 0,001309. Полученные ранее для системы в термостате Ланжевена (2)–(3a)
оценки показывают, что при этих значениях параметров разрушение полярона происходит в об-
ласти тепловой энергии цепочки NTcrit > 600, то есть для N = 40 Tcrit > 15 и для N = 80
Tcrit > 7,5 [Fialko, Sobolev, Lakhno, 2016; Фиалко, Соболев, Лахно, 2017]. Здесь мы рассмат-
ривали начальные данные (Un, Vn) в диапазоне от 10 до 300 К для N = 40 и от 5 до 150 К
для N = 80 сайтов.

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ
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Для каждого N при заданной T генерировалось по три набора начальных данных (Un, Vn)
с энергией E0 = Ekin + Epot. При этом «мгновенные» энергии Ekin, Epot и E0 не точно соот-
ветствуют заданной температуре; при расчетах набору (Un, Vn) сопоставлена температура T0,

рассчитанная из E0: T0 =
E0

NE∗ .
Для каждого набора (Un, Vn) мы задавали четыре варианта начальных данных {bn(0)}

в квантовой подсистеме (2).

НД1. Полярон в центре цепочки. Предварительно были рассчитаны значения bpol
n и upol

n ,
соответствующие поляронному состоянию с наименьшей энергией Etot (4). Для выбранных зна-
чений параметров, соответствующих полярону с малым радиусом, когда заряд локализован на

одном сайте с вероятностью pn = |bn|2 ≈ 1, Etot ≈ −0,5 χ
2

ω2 = −2. Каждому набору (Un, Vn) соот-

ветствуют начальные данные: bn(t = 0) = bpol
n , un(0) = upol

n + Un и vn(0) = Vn.

НД2. Равномерное распределение вероятностей по всем сайтам bn(0) = 1√
N
, un(0) = Un

и vn(0) = Vn; при этом полная энергия Etot уменьшается на величину примерно 2η (в форму-
ле (4) Eη =

2η(N−1)
N , η < 0, энергия взаимодействия Eχ в данном случае близка к нулю, так как

смещения Un — разных знаков).

НД3. Заряд возникает на одном сайте в центре цепочки: bN/2(0) = 1, un(0) = Un, vn(0) = Vn;
при этом Etot меняется на величину χUN/2.

НД4. Равномерное распределение вероятностей по всем сайтам «в противофазе»: bn(0) =
=

(−1)n√
N
, un(0) = Un и vn(0) = Vn; при этом полная энергия Etot возрастает на величину пример-

но Eη =
∣∣∣∣
2η(N−1)

N

∣∣∣∣.

Для каждого набора начальных данных {bn(0), un(0), vn(0)} система (2)–(3) численно ин-
тегрировалась классическим методом Рунге –Кутты четвертого порядка. Шаг интегрирования —
h = 0,0005, расчетный интервал tmax зависит от начального состояния; при малых T0 для НД1 tmax
самый большой, порядка 106–107. Необходимость интегрирования на больших временных интер-
валах связана с тем, что в системе со случайной силой, рассмотренной ранее [Лахно, Фиалко,
2015; Fialko, Sobolev, Lakhno, 2016], время прихода системы к термодинамически равновесному
состоянию при малых T очень велико.

В системе (2)–(3) есть две сохраняющиеся величины: полная вероятность нахождения за-
ряда в цепочке S =

∑

n
|bn|2(t) = 1 и полная энергия системы (4) Etot(t) = Etot(t = 0) = const.

При численном интегрировании величина отклонения S и Etot от начальных значений служит
показателем правильности расчета.

Траектории интегрировались на больших временах, затем рассчитывались средние по ин-
тервалу распределения вероятности |bn|2 по сайтам и энергии (4), в том числе средняя кинетиче-
ская энергия:

Ekin =
1
Δt

∫

Δt

Ekin(t) dt, (5)

по которой оценивалась температура цепочки в конце расчета: T∞ =
2Ekin
NE∗ . Кроме того, рассчиты-

вался средний параметр делокализации:

R =
1
Δt

∫

Δt

R(t) dt =
1
Δt

∫

Δt

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∑

n

1

|bn|4
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ dt; (6)

если в момент t заряд локализован на k-м сайте с вероятностью |bk |2 ≈ 1, то R(t) ≈ 1, а если
заряд имеет одинаковую вероятность нахождения по сайтам |bn|2 = 1

N (НД2 и НД4), то R(t) = N.
При выбранных значениях параметров в невозмущенной цепочке формируется полярон с малым
радиусом с Rpol ≈ 1,08.
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Результаты

Траектории

Для начального полярона НД1 полная энергия системы меньше, чем энергия цепоч-
ки до вноса заряда: Etot < E0. В системе происходит перераспределение энергии, при-
чем Ekin < Ekin(0). На рис. 1 приведены зависимости энергии (4) от времени для набора НД1
при температуре T0 ≈ 37, N = 40.

Рис. 1. Зависимости энергии (4) от времени, цепочка 40 сайтов, распределение начальных Un и Vn соот-
ветствует T0 ≈ 37 (E0 ≈ 1,93), НД1. По оси абсцисс — время в логарифмическом масштабе

Из рис. 1 видно, что система находится в состоянии, близком к начальному поляронному,
довольно большое время, t ≈ 2 · 106; на начальном интервале t < 106 средние значения слага-
емых энергии (4): Epot ≈ 2,79 (черная кривая), Ekin ≈ 0,95 (красная кривая, соответствующая
температура T ≈ 36), Eη ≈ −0,214 (зеленая линия), Eχ ≈ −3,68 (синяя кривая). Потом система
переходит к колебаниям вокруг нового равновесного состояния. В этом состоянии уменьшается
потенциальная энергия Epot и убывает по модулю (возрастает) энергия связи Eχ, что связано
с разрушением поляронного состояния. Также убывает кинетическая энергия Ekin и меняется Eη.

Оценка на интервале Δt =
[
5 · 106; 2 · 107

]
: Epot ≈ 1,10, Ekin ≈ 0,42, Eη ≈ −0,295, Eχ ≈ −1,37;

соответственно, температура цепочки после перехода T∞ ≈ 16: можно сказать, что цепочка охла-
ждается. В этом расчете R ≈ 3,3, можно считать, что заряд находится в локализованном состоя-
нии, и так как |Eχ| — сравнительно большая величина, то заряд находится в состоянии, близком
к поляронному.

Для НД1 интегрирование системы (2)–(3) необходимо вести на значительно бóльших вре-
менных интервалах, чем для наборов начальных данных НД2 –НД4. Для проверки результатов
расчетов мы применили грубый аналог правила Рунге апостериорной оценки погрешности вы-
числения. Несколько вычислительных экспериментов были пересчитаны с шагом h = 0,0002. По
результатам расчетов, время перехода к новому состоянию различается в пределах 10 %, а вре-
менные средние, рассчитанные на интервале после перехода, одинаковы в двух знаках.

В качестве примера приведем графики энергий для слабо возмущенной цепочки (T0 ≈ 0,7)
для НД3, когда заряд возникает при t = 0 на одном сайте (рис. 2). Начальные значения: Epot(0) ≈
≈ 0,020, Ekin ≈ 0,016, Eη(0) = 0 и Eχ(0) ≈ −0,015. В этом случае переход к колебаниям вокруг
нового состояния происходит гораздо быстрее, на интервале времени t < 103. При этом цепоч-
ка нагревается: Ekin ≈ 0,396 соответствует температуре T∞ ≈ 15, Epot ≈ 0,793, Eη ≈ −0,375,
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Рис. 2. Графики зависимости энергии (4) от времени, цепочка 40 сайтов, распределение начальных Un
и Vn соответствует T0 ≈ 0,7 (E0 ≈ 0,02), НД3. По оси абсцисс — время в логарифмическом масштабе.
После перехода T∞ ≈ 15 (усреднение по Δt от 105 до 106)

Eχ ≈ −0,795. Параметр делокализации R ≈ 8,3, то есть вероятности нахождения заряда более
равномерно распределены по сайтам цепочки, чем для расчета рис. 1, хотя кинетическая энергия
и температура T∞ в этих случаях близки. Для НД3 можно сказать, что цепочка нагревается.

Усредненные по времени результаты

Для цепочки без заряда Ekin = Epot =
E0
2 . Внос заряда приводит к перераспределению

энергии между слагаемыми (4). Начиная с некоторой энергии Ekin ≈ 0,5, из любых начальных

данных графики зависимости средней кинетической энергии от начальной Ekin

(
E0
2

)

идут почти

параллельно прямой y = x с разным сдвигом (рис. 3). Линейные аппроксимации: для НД1 y =
= x − 0,9, для НД2 y = x − 0,3, для НД3 y = x + 0,1, для НД4 y = x + 0,6.

Рис. 3. Зависимости средней кинетической энергии Ekin от тепловой энергии цепочки E0 до вноса за-
ряда. Точками обозначены величины для 40-сайтовых цепочек, крестиками — для 80-сайтовых, разными
цветами показаны разные варианты начального распределения заряда: черным — НД1, красным — НД2,
зеленым — НД3 и синим — НД4

Из результатов расчетов (рис. 3) следует, что поляронные начальные данные НД1 приводят
к охлаждению цепочки, так же как и начальное равномерное распределение заряда по всем
сайтам с энергией Eη(0) ≈ −|2η| НД2; для НД3 (заряд возникает на одном сайте) получается
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слабый нагрев цепочки, и для равномерного распределения заряда с энергией Eη(0) ≈ |2η| НД4
цепочка нагревается сильнее.

Эти же результаты, в зависимости от полной энергии системы после вноса заряда Etot,
для Etot > 0,3 хорошо ложатся на прямую y = 0,5x + 0,1 при всех наборах НД (рис. 4). На
интервале −2,07 ≈ Epol � Etot � −1,5 Ekin(Etot) имеет наклон примерно как y = x

2 , и затем

до Etot � 0,3 средняя кинетическая энергия примерно одинакова: Ekin ≈ 0,5.

Рис. 4. Зависимость средней кинетической энергии Ekin от полной энергии системы Etot после вноса
заряда. Разным цветом обозначены результаты для разных начальных данных НД, квадратами показаны
результаты для 40-сайтовых цепочек, крестиками — для N = 80

На рис. 5 приведена зависимость параметра делокализации R (6) от Etot. При Etot < −1
R близко к Rpol ≈ 1,1, то есть система в среднем находится в состоянии, близком к поляронному.

Затем идет S-образный участок в области −1 � Etot � 1, и для Etot > 1 R ≈ N
2 , что соответствует

делокализованному состоянию заряда [Лахно, Фиалко, 2015; Фиалко, Соболев, Лахно, 2017].

Рис. 5. Зависимость параметра делокализации R(Etot). Разным цветом обозначены результаты для раз-
ных НД. При Etot > 1 для N = 40 R ≈ 20 (квадраты), для N = 80 R ≈ 40 (крестики)

Обсуждение

По результатам расчетов, для гамильтоновой системы переход между поляронными состо-
яниями и делокализованными находится в области Etot ≈ 0 для цепочек разной длины. Полу-
ченные ранее результаты для системы с термостатом Ланжевена [Лахно, Фиалко, 2015; Fialko,
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Sobolev, Lakhno, 2016; Фиалко, Соболев, Лахно, 2017] демонстрируют схожее поведение средних
по реализациям величин 〈R〉 и 〈Etot〉 — они зависят не от температуры, а от тепловой энергии
цепочки ∼ NT .

Рис. 6. Зависимость электронной части энергии от тепловой энергии цепочки для гамильтоновых систем
с разными НД (а) и для системы с термостатом Ланжевена (б), по результатам [Fialko, Sobolev, Lakhno,
2016]

На рис. 6 приведены результаты расчетов электронной части энергии, которая рассчиты-
вается как полная энергия за вычетом тепловой энергии N-сайтовой цепочки. Для термостата
Ланжевена тепловая энергия равна E∗NT (в размерном виде — NkBT ), а в случае гамильтоновой
системы оценивается через среднюю кинетическую энергию (5). Переход от нижней (полярон-
ной) ветви к верхней (делокализованное состояние заряда) происходит в одинаковой области
тепловой энергии 2Ekin = E∗NT ≈ 0,8.

Для верхней ветви графиков есть количественное согласие. Для больших температур сред-
ние Epot = Ekin, Eη → 0 и Etot ≈ 2Ekin + Eχ, для Eχ в модели с термостатом Ланжевена получена
оценка [Фиалко, Соболев, Лахно, 2017]

Eχ ≈ −
χ2

ω2

2
N

(T → ∞);

при выбранных параметрах χω = 2 для N = 40 Eχ ≈ −0,2, для N = 80 Eχ ≈ −0,1. Эти величины
хорошо совпадают с рассчитанными средними для гамильтоновой системы; прямая Eχ = const,

аппроксимирующая значения Eχ при Etot > 2, имеет вид Eχ ≈ −0,1996 для N = 40 и Eχ ≈ −0,1021
для N = 80.

Для нижней ветви и переходной области Ekin = E∗NT < 1 (рис. 6) разница в результатах
существенна. В случае гамильтоновой системы нет монотонной зависимости и, возможно, нет
однозначности: близким значениям Ekin отвечают сильно различающиеся величины электронной
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части энергии (рис. 6, а). Малые значения Ekin � 0,5 соответствуют Etot < 0, как следует из рис. 4
и 5, здесь заряд находится в локализованном состоянии.

Отметим, что для нижней ветви различается динамика вероятностей нахождения заряда
по сайтам. В системе со случайной силой (2)–(3a) в отдельных реализациях наблюдается смена
интервалов: «неподвижный полярон» – «размазка по всей цепочке» – «неподвижный полярон
в другом месте» [Фиалко, Лахно, 2019; Fialko, Lakhno, 2019] (рис. 7, a). А в гамильтоновой си-
стеме при малых значениях Ekin есть последовательные переходы поляронного состояния с сайта
на соседний сайт (рис. 7, б).

Рис. 7. Распределение вероятностей |bn|2 по сайтам в 40-сайтовой цепочке после прихода системы к рав-
новесному состоянию, на промежутке времени t = 50 000. а) Одна реализация с термостатом Ланжевена,
T = 15. б) Гамильтонова система, расчет из рис. 1 (T∞ ≈ 16), начальный момент соответствует t = 107

рис. 1

Такая разница в поведении максимума вероятности max
n
|bn|2 обнаружена для параметров

полярона с малым радиусом R ≈ 1, для более «протяженных» поляронов R > 1 (например, для
однородных фрагментов ДНК polyG R ≈ 2,87, polyT R ≈ 6,4) последовательный переход макси-
мума вероятности max

n
|bn|2 с сайта на соседний сайт наблюдается и в отдельных реализациях

с термостатом Ланжевена.

Рис. 8. Кинетическая энергия по сайтам в 40-сайтовой цепочке после прихода системы к равновесному
состоянию, усредненная по интервалам Δ = 500. а) Одна реализация с термостатом Ланжевена, T = 9.
б) Гамильтонова система, T0 = 15, T∞ ≈ 9

Также в гамильтоновой системе для полярона с малым радиусом при малых температу-
рах, когда полярон неподвижен, кинетическая энергия в области цепочки, где он локализован,

меньше, чем на других сайтах. На рис. 8 приведены значения Ekin,n(t) = 1
Δ

τ+Δ∫

τ

v2
n
2 dt, усреднен-

ные по интервалам Δ длительностью примерно 40 периодов колебаний сайта. Для термостата
Ланжевена Ekin,n(t) близки на всех сайтах (рис. 8, а). В гамильтоновой системе (рис. 8, б) эти
средние визуально отличаются. Таким образом, здесь не выполняется теорема о равнораспре-
делении кинетической энергии по сайтам. Возможно, для таких малых температур расчетные
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временные интервалы (t ∼ 107) слишком коротки; на «бесконечном» времени будут происходить
переходы полярона между сайтами, которые сгладят разницу в средних кинетических энергиях
по сайтам.

С физической точки зрения квантово-классическое описание справедливо при температу-
рах больше температуры Дебая Θ; для однородных фрагментов ДНК Θ ≈ 8 K [Lomdahl, Kerr,
1985]. Для рассмотренных здесь параметров область существования полярона NT∞ < 600, для
цепочек длиной N � 40 критическая температура больше 15 K, что выше температуры Дебая.
В связи с такими расхождениями динамики в поляронной области возникает ряд вопросов, свя-
занных с использованием разных термостатов. Мы полагаем, что здесь корректнее применять
гамильтонову систему: этот подход, возможно, обеспечит непрерывный переход к случаю T = 0,
который был исследован в множестве работ, в частности в [Лахно, Коршунова, 2008; Лахно,
Фиалко, 2009; Lakhno, Korshunova, 2010]. Это тема дальнейших исследований.

При рассмотренных значениях параметров для Etot > 1 зависимости Ekin

(
E0
2

)

линейные:

для НД1 Ekin = 0,5E0 − 0,9, для НД2 Ekin = 0,5E0 − 0,3, для НД4 Ekin = 0,5E0 + 0,6.

Для НД3 в этой же области аппроксимация Ekin = 0,5E0 + 0,1 самая близкая к прямой y =
= x, то есть в среднем отличие от начальной температуры T0 для НД3 наименьшее. Однако сами

результаты сильнее отклоняются от аппроксимирующей прямой, чем другие НД
(

рис. 3, зеленые

символы, например для
E0
2 ≈ 3,8

)

. Такой разброс Ekin зависит от случайного смещения одного

сайта UN/2 с дисперсией, пропорциональной T , и, соответственно, разброса энергии Etot (4) за
счет члена Eχ(0) = χ · UN/2. Этот разброс можно сгладить, искусственно обнулив UN/2. Мы

продублировали ряд расчетов для
E0
2 > 2 для НД3 с исправленным смещением UN/2 = 0, новые

результаты Ekin

(
E0
2

)

хорошо ложатся на прямую y = x + 0,06.

Можно сделать следующую оценку: при выбранных параметрах в однородных аденино-
вых фрагментах ДНК длиной N внесение заряда в гамильтоновой системе приводит к измене-
нию температуры от охлаждения на ΔT ≈ 1400

N K для начального полярона НД1 и до нагре-
ва на ΔT ≈ 900

N K для начального равномерного распределения заряда с максимальной энер-
гией НД4. Появление заряда в начальный момент на одном сайте НД3 приводит к нагреву
на ΔT ≈ 150

N K. Например, для цепочки N = 40 сайтов получаем для НД1 ΔT ≈ −35 K, для
НД3 ΔT ≈ 4 K и для НД3 с поправкой U20 = 0 ΔT ≈ 2 K � T0 при биологически значимых
температурах T0 = 300 K.

Также для
E0
2 от 7 до 10 мы провели расчеты при параметрах однородных polyG- (η =

= 1,276, ν = 0,084 эВ) и polyT- (η = 2,4, ν = 0,158 эВ) фрагментов ДНК (матричные элементы
перехода между сайтами ν взяты из работы [Jortner, Bixon, Voityuk, 2002]) из разных начальных
состояний, аналогично описанным выше, для цепочек такой же длины N = 40, N = 80. Резуль-

таты получились качественно похожи. Для больших E0 зависимости Ekin

(
E0
2

)

тоже линейны.

В polyG-цепочках: для НД1 Ekin = 0,5E0 − 1,24, для НД2 Ekin = 0,5E0 − 1,1, для НД3
Ekin = 0,5E0, для НД4 Ekin = 0,5E0 + 1,5.

В polyT-цепочках: для НД1 Ekin = 0,5E0 − 1,5 аппроксимирующая прямая близка с прямой
для НД2 Ekin = 0,5E0 − 1,5, потому что при этих параметрах образуется полярон с большим

радиусом, энергия которого −|2η| − 1
48
χ4

|η|ω4 [Holstein, 1959] близка к энергии НД2 ≈ −|2η|. Для
НД3 Ekin = 0,5E0 + 0,4, для НД4 Ekin = 0,5E0 + 2,9.

Для этих цепочек НД3 также приводят в разных расчетах к большому разбросу Ekin

(
E0
2

)

,

который также устраняется обнулением смещения сайта, на котором возникает заряд. Расчеты
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для для НД3 с исправленным смещением UN/2 = 0 для polyG хорошо ложатся на прямую y = x+
+ 0,12, для polyT y = x + 0,67.

Заключение

В работе изложены результаты моделирования динамики заряда в гамильтоновой системе
поляронной модели Холстейна, когда начальная температура T0 имитируется только распределе-
нием скоростей и смещений сайтов с тепловой энергией E0; для одинаковых наборов начальных
скоростей и смещений рассмотрены различные начальные состояния заряда: полярон, равномер-
ное распределение, появление заряда на одном сайте. Температура в конце расчета определяется
через среднюю кинетическую энергию Ekin классической цепочки.

Для усредненных по времени результатов проведено сравнение с расчетами модели в тер-
мостате Ланжевена (усреднение по реализациям).

Показано, что на больших расчетных временах Ekin меняется в зависимости от начального
распределения заряда.

Поляронное начальное состояние НД1 для малых начальных температур T0 =
E0

E∗N слабо

меняет среднюю кинетическую энергию, при увеличении T0 получаем уменьшение Ekin <
E0
2 ,

то есть охлаждение цепочки. Начальное состояние «равномерное распределение с энерги-
ей Eη ≈ −|2η|» НД2 для малых T0 приводит к нагреву цепочки, при увеличении T0 — приводит
к охлаждению цепочки. Начальное состояние «заряд на одном сайте» НД3 для малых T0 приво-

дит к нагреву цепочки, а при увеличении T0 Ekin в среднем близко к
E0
2 . Начальное состояние

«равномерное распределение с энергией Eη ≈ |2η|» НД4 всегда приводит к нагреву цепочки.

Результаты моделирования показывают, что переходная область от поляронного состоя-
ния к делокализованному расположена в окрестности Etot = 0. В области Etot < 0 динамика
максимума вероятности в гамильтоновой системе (есть переходы полярона на соседние сайты)
отличается от динамики в отдельных реализациях системы с термостатом Ланжевена (смена
интервалов: «неподвижный полярон» – «размазка по всей цепочке»).

По результатам моделирования, переход от режима полярона к делокализованному состо-
янию происходит в одинаковой области значений тепловой энергии цепочки N сайтов ∼ NT для
обоих вариантов термостата, с необходимым уточнением: для гамильтоновой системы темпера-
тура не соответствует начальным данным

E0
2 , а определяется на больших расчетных временах

из Ekin. То есть на разрушение полярона влияет не случайное воздействие белого шума с (воз-
можно) редкими, но большими по амплитуде выбросами; существование полярона определяется
полной энергией системы.

Для Etot > 1 средние результаты в системе со случайной силой и результаты для гамильто-
новой системы близки, что не противоречит гипотезе эргодичности. В этом случае при модели-
ровании можно использовать любой вариант задания термостата.

С практической точки зрения при моделировании переноса заряда в ДНК при заданной
температуре T ∼ 300 K можно использовать как ланжевеновский термостат, так и гамильтоно-
ву систему. Во втором случае понадобится тестовый расчет для оценки изменения температуры
из-за вноса заряда с последующей корректировкой начальной температуры цепочки. Либо, если
в модельной задаче заряд в начальный момент возникает на одном сайте, можно на этом сай-
те искусственно обнулить смещение в начальный момент, тогда средняя кинетическая энергия
(и, соответственно, температура) останется близкой к первоначальной.
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