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Предложена четырехкомпонентная модель планктонного сообщества с дискретным временем, учитывающая
конкурентные взаимоотношения между разными группами фитопланктона и трофические характеристики зоопланк-
тона: рассматривается деление зоопланктона на хищный и нехищный типы. Изъятие нехищного зоопланктона хищ-
ным явно представлено в модели. Нехищный зоопланктон питается фитопланктоном, включающим два конкуриру-
ющих компонента: токсичный и нетоксичный тип, при этом последний пригоден в пищу для зоопланктона. Модель
двух связанных уравнений Рикера, ориентированная на описание динамики конкурентного сообщества, используется
для описания взаимодействия двух типов фитопланктона и позволяет неявно учитывать ограничение роста биомас-
сы каждого из компонентов-конкурентов доступностью внешних ресурсов. Изъятие жертв хищниками описывается
трофической функцией Холлинга типа II с учетом насыщения хищника.

Анализ сценариев перехода от стационарной динамики к колебаниям численности сообщества показал, что по-
теря устойчивости нетривиального равновесия, соответствующего существованию полного сообщества, может про-
исходить как через каскад бифуркаций удвоения периода, так и бифуркацию Неймарка – Сакера, ведущую к воз-
никновению квазипериодических колебаний. Предложенная в данной работе модель, являясь достаточно простой,
демонстрирует динамику сообщества подобную той, что наблюдается в естественных системах и экспериментах:
с отставанием колебаний хищника от жертвы примерно на четверть периода, длиннопериодические противофазные
циклы хищника и жертвы, а также скрытые циклы, при которых плотность жертв остается практически постоянной,
а плотность хищников флуктуирует, демонстрируя влияние быстрой эволюции, маскирующей трофическое взаимо-
действие. При этом вариация внутрипопуляционных параметров фито- или зоопланктона может приводить к выра-
женным изменениям динамического режима в сообществе: резким переходам от регулярной к квазипериодической
динамике и далее к точным циклам с небольшим периодом или даже стационарной динамике. Квазипериодическая
динамика может возникать при достаточно небольших скоростях роста фитопланктона, соответствующих стабиль-
ной или регулярной динамике сообщества. Смена динамического режима в этой области (переход от регулярной
динамики к квазипериодической и наоборот) может происходить за счет вариации начальных условий или внешнего
воздействия, изменяющего текущие численности компонентов и смещающего систему в бассейн притяжения другого
динамического режима.
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We propose a four-component model of a plankton community with discrete time. The model considers the competitive
relationships of phytoplankton groups exhibited between each other and the trophic characteristics zooplankton displays: it
considers the division of zooplankton into predatory and non-predatory components. The model explicitly represents the
consumption of non-predatory zooplankton by predatory. Non-predatory zooplankton feeds on phytoplankton, which includes
two competing components: toxic and non-toxic types, with the latter being suitable for zooplankton food. A model of two
coupled Ricker equations, focused on describing the dynamics of a competitive community, describes the interaction of two
phytoplanktons and allows implicitly taking into account the limitation of each of the competing components of biomass
growth by the availability of external resources. The model describes the prey consumption by their predators using a Holling
type II trophic function, considering predator saturation.

The analysis of scenarios for the transition from stationary dynamics to fluctuations in the population size of community
members showed that the community loses the stability of the non-trivial equilibrium corresponding to the coexistence of
the complete community both through a cascade of period-doubling bifurcations and through a Neimark – Sacker bifurcation
leading to the emergence of quasi-periodic oscillations. Although quite simple, the model proposed in this work demonstrates
dynamics of comunity similar to that natural systems and experiments observe: with a lag of predator oscillations relative to
the prey by about a quarter of the period, long-period antiphase cycles of predator and prey, as well as hidden cycles in which
the prey density remains almost constant, and the predator density fluctuates, demonstrating the influence fast evolution
exhibits that masks the trophic interaction. At the same time, the variation of intra-population parameters of phytoplankton or
zooplankton can lead to pronounced changes the community experiences in the dynamic mode: sharp transitions from regular
to quasi-periodic dynamics and further to exact cycles with a small period or even stationary dynamics. Quasi-periodic
dynamics can arise at sufficiently small phytoplankton growth rates corresponding to stable or regular community dynamics.
The change of the dynamic mode in this area (the transition from stable dynamics to quasi-periodic and vice versa) can occur
due to the variation of initial conditions or external influence that changes the current abundances of components and shifts
the system to the basin of attraction of another dynamic mode.
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1. Введение

Планктонные сообщества представляют собой сложные многовидовые системы с множе-
ством связей между слагающими их популяционными гидробионтами, однако многие экологиче-
ские параметры большинства планктеров, несмотря на значительный объем биологических ис-
следований [Горбатенко, 2016; Дулепова, 2002; Дулепова, 2016; Дулепова, 2018; Шунтов, 2016],
изучены не полностью. Считается целесообразным подразделять сообщество на основные эколо-
гические группы, объединенные базовыми признаками и характеристиками. В частности, основ-
ным свойством организмов, относящихся к фитопланктону, является способность к фотосинтезу;
эту группу составляют одноклеточные водоросли (диатомовые, динофитовые, криптофитовые,
зеленые и др.) и фотосинтезирующие бактерии (цианобактерии). Существенное влияние на раз-
витие фитопланктона оказывает зоопланктон, для которого фитопланктон является пищей, при
этом рост биомассы фитопланктона определяется множеством различных факторов абиотиче-
ской природы, а также внутривидовой конкуренцией за ресурсы [Silkin et al., 2016].

Моделирование планктонных сообществ является популярным направлением, в рамках
которого выделяются сквозные модели, по большей части являющиеся имитационными, и эко-
логически ориентированные модели [Бердников и др., 2022а; Бердников и др., 2022b]. В си-
лу сложности планктонных сообществ и факторов, оказывающих влияние на их развитие, ко-
личество работ, рассматривающих экологический подход, весьма велико (см., например, обзо-
ры [Carlotti, Giske, Werner, 2000; Malchow, Petrovskii, Medvinsky, 2001; Malchow et al., 2008; Roy,
Chattopadhyay, 2007; Prairie et al., 2012; Borics et al., 2021]). В рамках экологического подхода
также следует отметить теоретические работы по математическому моделированию, которые по-
священы исследованию динамики взаимодействующих популяций, а также пространственному
распределению особей и субпопуляций [Cushing, 1977; Kareiva, 1990], то есть моделированию
процессов, которые наблюдаются в планктонном сообществе. Математическое моделирование
динамики планктонных сообществ является важным инструментом для более глубокого пони-
мания механизмов функционирования развития и управления водными ресурсами. Так, мате-
матические модели могут быть использованы для прогнозирования изменений биомассы фито-
планктона, в том числе цветения, вызванных влиянием разных экологических факторов. Также
подобные исследования, в зависимости от сложности модели, позволяют оценить, как изменения
в одном из трофических уровней отразятся на возможных сценариях развития водной экосисте-
мы в целом, что важно для разработки стратегий сохранения биоразнообазия. Немаловажно и то,
что математические модели позволяют проводить «виртуальные» эксперименты и исследования,
которые невозможно или нежелательно проводить в реальных системах, чтобы оценить потен-
циальное влияние например климатических изменений или же антропогенного воздействия на
развитие планктонного сообщества.

Простые модели, как правило, имеют в своей основе классические уравнения Лотки –
Вольтерры [Вольтерра, 1988], описывающие динамику системы «хищник –жертва», при этом
количество модельных компонент экосистемы варьирует. Наиболее часто для моделирования
динамики планктонного сообщества используются следующие виды моделей: модели NPZ, рас-
сматривающие взаимосвязанную динамику фитопланктона (P), зоопланктона (Z) и основного
питательного вещества (N) [Franks, Wroblewski, Flierl, 1986; Carlotti, Giske, Werner, 2000; Franks,
2002]; в модель NPZD включен еще один уровень — детрит [Suzuki, Sagehashi, Sakoda, 2000;
Edwards, Batchelder, Powell, 2000]. Отметим, что рост биомассы фитопланктона определяется
рядом факторов абиотической природы, за которые разные виды конкурируют, и в этом контек-
сте выделяются работы, рассматривающие математические модели динамики конкурирующих
популяций и обсуждающие возможности их применения к описанию и анализу динамики фито-
планктона [Zhao et al., 2008; Huisman, Weissing, 2002; Гиричева, Абакумов, 2017].
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В последнее время все большее внимание исследователей привлекает цветение фито-
планктона, выражающееся в резком увеличении его плотности, при этом токсичное цветение
негативно влияет на аквакультуру, прибрежный туризм и здоровье человека [Anderson, Kaoru,
White, 2000; Walsh et al., 2001]. Токсичный фитопланктон можно разделить на две группы:
виды, продуцирующие токсины, которые отравляют организмы вплоть до их гибели, и виды,
высокая биомасса которых может вызывать кислородное голодание и гибель морских обитате-
лей [Chattopadhayay, Sarkar, Mandal, 2002]. В работе [Franks, 2002] приведена следующая класси-
фикация моделей, ориентированных на описание цветения токсичного фитопланктона: агрегиро-
ванные, многовидовые, модели с простой физикой и модели с детализированной физикой. Целью
таких работ в первую очередь является объяснение феномена красных приливов и выявление
факторов, ведущих к цветению. В ряде агрегированных моделей рассматриваются две группы:
токсичный и нетоксичный фитопланктон [Franks, 2002] или же фито- и зоопланктон [Franks,
2002; Chattopadhayay, Sarkar, Mandal, 2002; Zhang, Rehim, 2017]. Также используют и более де-
тализированные модели, которые учитывают не только взаимодействие разных функциональных
групп фитопланктона, но и влияние климатических условий, например [Hashioka et al., 2013].

Зоопланктон представлен тысячами видов простейших и многоклеточных животных, на-
ходящихся в составе планктона постоянно (голопланктон) или временно (меропланктон). Наибо-
лее крупными систематическими группами являются коловратки (Rotatoria, класс), веслоногие
раки (Copepoda, отряд), ветвистоусые раки (Cladocera, отряд). Для описания динамики коло-
враток была предложена простая модель c дискретным временем [Snell, Serra, 1998], демон-
стрирующая сложное динамическое поведение [Berezovskaya, Karev, Snell, 2005] и позволяющая
с хорошей точностью воспроизводить динамику коловраток. В работе [Васечкина, Ярин, 2010]
разработана модель динамики возрастной структуры популяций свободноплавающих копепод
Черного моря. Особого внимания заслуживает подробный и обширный обзор [Carlotti, Giske,
Werner, 2000], в котором приводятся принципы и подходы, применяемые для описания и ана-
лиза динамики зоопланктона при помощи методов математического моделирования, при этом
ключевое внимание авторов сосредоточено на моделях биоэнергетики и популяционных моде-
лях, разработанных, апробированных и ориентированных на описание особенностей развития
и функционирования конкретных видов зоопланктона; также представлены модели процессов,
касающиеся физиологических функций или конкретных связей между физиологическими пара-
метрами и биологическими функциями зоопланктона. Динамику зоопланктона целесообразно
рассматривать в контексте взаимодействия с фитопланктоном, который является пищей для зоо-
планктона, и рыбами [Carlotti, Giske, Werner, 2000]. Потребление зоопланктона рыбами может
учитываться как в явной форме [Rinaldi, Solidoro, 1998], так и неявной [Medvinsky et al., 2001].
Некоторый обзор влияния хищничества на обилие зоопланктона и его учет в математических
моделях, ориентированных на описание динамики зоопланктона, представлен в работе [Daewel
et al., 2014].

В целом для того, чтобы описать динамику планктонного сообщества, необходимо учиты-
вать разнообразные трофические связи и взаимодействия между видами. Так, например, в рабо-
те [Thingstad, Strand, Larsen, 2010] обсуждается поэтапное усложнение модели планктонной пи-
щевой цепи, начиная с сообщества, состоящего из нескольких функциональных типов планкто-
на, динамика которых описывается системой подобной модели Kill the Winner. Далее проводится
ряд усложнений путем учета обилия питательных веществ, конкуренции, хищничества, парази-
тизма и защитных механизмов, при этом в силу поэтапного усложнения удается проследить,
какие новые эффекты возникают по сравнению с результатами, полученными в более простых
моделях. В работе [Steinacher et al., 2010] сравниваются разные версии планктонных моделей,
включающих углеродный цикл. Следует отметить, что детализированные модели сложны как
для исследования, так и интерпретации полученных результатов с точки зрения содержательно-
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сти. Некоторая классификация трофических моделей, ориентированных на описание планктона,
по ключевым словам за период с 2000 по 2015 год проведена в работе [Leles, Valentin, Figueiredo,
2016].

Нередко при моделировании динамики фитопланктона внимание исследователей заостря-
ется на особенностях пространственного распределения, т. е. учитывается физика процессов, на-
пример перемещение водных масс и диффузия [Malchow, 2000; Malchow, Petrovskii, Medvinsky,
2001; Медвинский и др., 2002; Yoshiyama et al., 2009; Абакумов, Израильский, Фрисман, 2015].

Так, в работе [Тихонова и др., 2003] для исследования сложной временной динамики
планктона в неоднородной среде использована концептуальная математическая модель типа
«реакция – диффузия», учитывающая основные трофические взаимодействия, которые происхо-
дят в поверхностных водах, а именно взаимодействия типа «хищник–жертва» между фитопланк-
тоном, зоопланктоном и рыбой. В ходе исследования авторы показали, что динамика изменений
биомассы фито- и зоопланктона может быть как регулярный, так и хаотической. В свою очередь,
скорость потребления рыбой зоопланктона также оказывает влияние на характер пространствен-
но-временной динамики планктона. В работе [Гиричева, 2019] предлагается модель пространст-
венно-временной динамики сообщества фитопланктона, микрозоопланктона и мезозоопланктона
в верхнем перемешанном слое воды с учетом вертикальной диффузии. Численный анализ этой
модели выявил возможность реализации одного из устойчивых динамических режимов в зависи-
мости от начального состояния системы при одних и тех же параметрах. Также продемонстриро-
вано образование пространственных структур, вызванное неустойчивостью Тьюринга, т. е. в си-
стеме с учетом диффузионных процессов наблюдаются стационарные вертикальные профили
биомассы планктона. Такой динамический режим реализуется в случае эффективного хищни-
чества мезозоопланктона и преобладания в его рационе животной пищи. Схожая идеология ис-
пользуется в работе [Egilmez, Morozov, 2016], где рассматривается тритрофическая планктонная
пищевая сеть, состоящая из первичного продуцента, промежуточного хищника и высокомобиль-
ного высшего хищника, примером которой является система «фитопланктон, микрозоопланктон
и копеподы». Авторами показано, что сосуществование всех трех трофических уровней в широ-
ком диапазоне параметров становится возможным только тогда, когда высший хищник проявляет
активное поведение по смене источника пищи.

Иногда планктонное сообщество представляют как совокупность четырех компонентов:
минеральные вещества, фитопланктон, зоопланктон и рыбы [Fenchel, 1988]. Динамика такой эко-
системы вполне может быть описана при помощи двух уравнений, каждое из которых отражает
изменение биомассы фито- и зоопланктона: обилие минеральных веществ и рыбное хищниче-
ство учтены параметрически [Scheffer, Rinaldi, Kuznetsov, 2000; Medvinsky et al., 2001]. При этом
полагается, что рост фитопланктона, по аналогии с растениями, происходит в процессе фотосин-
теза и лимитируется доступностью основного питательного вещества, а зоопланктон рассматри-
вается как травоядный вид, питающийся фитопланктоном (см., например, обзор [Franks, 2002]).
Зоопланктон, в свою очередь, может быть представлен как травоядными, так и хищными видами,
что иногда учитывается явно при моделировании [Edwards, Batchelder, Powell, 2000; Неверова
и др., 2019].

Альтернативным подходом при построении моделей является формализация закономерно-
стей изменения биомассы того или иного трофического уровня на основе имеющихся натурных
наблюдений. Так, в работе [Подгорный и др., 2017] предлагается математическая модель че-
тырехкомпонентной планктонной пищевой цепи экосистем Вислинского и Куршского заливов
Балтийского моря, учитывающей размерные характеристики планктонных организмов.

В данной работе для изучения особенностей динамики планктонного сообщества и меха-
низмов возникновения колебаний предлагается оригинальная четырехкомпонентная математи-
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ческая модель с дискретным временем, учитывающая конкурентные взаимоотношения между
разными группами фитопланктона и трофические характеристики зоопланктона.

2. Построение модели

На основе анализа трофических характеристик зоопланктона биологи, как правило, вы-
деляют два функциональных элемента: хищный и нехищный зоопланктон [Дулепова, 2002].
В группу хищного зоопланктона входят амфиподы, хетогнаты, полихеты, гребневики и медузы.
Эври- и фитофаги (мелкие и крупные копеподы и эвфаузииды) составляют группу нехищного
зоопланктона. В ходе многолетних исследований состава зоопланктона в эпипелагиали севе-
ро-западной Пацифики отмечалось, что из вышеуказанных три группы планктеров (копеподы,
эвфаузиевые и щетинкочелюстные) доминировали в формировании трофических групп в зоо-
планктоне: копеподы и эвфаузиевые слагали основу (89,7 %) биомассы нехищного зоопланктона
(фито- и эврифаги), а щетинкочелюстные (Sagitta elegans) — основу биомассы (до 90 %) планк-
тонных хищников. В формировании биомассы нехищного зоопланктона основную роль обычно
играет небольшое количество видов, причем значимость копепод в целом, как правило, выше,
чем эвфаузиевых. В хищном зоопланктоне, как уже упоминалось выше, главенствующая роль
принадлежит исключительно Sagitta elegans. В гораздо меньших количествах встречаются так-
же Themisto pacifica, Th. libellula, Aglantha digitale, однако именно от динамики Sagitta elegans
зависит биомасса групп.

Состав рационов планктонных хищников весьма разнообразен [Слабинский, 1982; Дриц,
Уткина, 1988; Terazaki, 1998], однако его основу всегда составляют фито- и эврифаги. Некоторые
хищные зоопланктеры (хетогнаты и амфиподы) еще являются каннибалами, но степень канниба-
лизма составляет не более 3 % их рациона. Согласно ранее проведенному на литературной основе
анализу спектров питания планктонных хищников в работе [Дулепова, 2013], было установлено,
что у взрослых особей до 14–15 % рациона формируют бактерии, детрит и микрозоопланктон
и 85 % — так называемый нехищный зоопланктон (фито- и эврифаги).

В целом роль планктонных хищников в сообществах зоопланктона неоднозначна: с одной
стороны, они активные потребители нехищного зоопланктона и конкуренты рыб, с другой —
сами в значительных количествах потребляются рыбами [Шунтов и др., 1993]. Именно поэто-
му при оценке состояния кормовой базы рыб необходимо учитывать и продукцию планктонных
хищников, и то количество зоопланктона, которое они используют в пищу. Помимо этого, планк-
тонные хищники, в частности медузы и щетинкочелюстные, влияют на формирование численно-
сти поколений некоторых видов рыб, используя их личинок непосредственно в пищу [Дулепова,
2014].

Учитывая приведенные особенности функционирования морских планктонных сообществ,
при построении модели будем рассматривать деление зоопланктона на хищный и нехищный.
Поскольку основную часть рациона хищного зоопланктона составляет нехищный, а детрит, фи-
топланктон и каннибализм играют второстепенную роль, будем учитывать изъятие нехищного
зоопланктона хищным в модели. Нехищный зоопланктон питается фитопланктоном, который
в свою очередь представлен двумя конкурирующими группами: токсичным и нетоксичным, при
этом последний пригоден в пищу для зоопланктона.

Для описания динамики токсичного и нетоксичного типов фитопланктона будем исполь-
зовать двухкомпонентную рикеровскую модель конкуренции, которая учитывает не только меж-
групповую конкуренцию взаимодействующих компонентов, но и внутригрупповую конкуренцию
в виде самолимитирования [Шапиро, 1974; May, 1974; Шапиро, Луппов, 1983], при этом учтем
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потребление фитопланктона зоопланктоном:

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x1,n+1 = A · x1,n exp(−ax1,n − bx2,n),

x2,n+1 = B · (1 − u1) · x2,n exp(−gx1,n − dx2,n),
(1)

где x1 и x2 — численности токсичного и нетоксичного фитопланктона, n — номер сезона раз-
множения, A и B — скорости роста компонентов x1 и x2 соответственно; a и g — коэффициенты
самолимитирования, b и d — параметры, характеризующие интенсивность конкурентных взаимо-
отношений между компонентами x1 и x2; u1 — доля численности нетоксичного фитопланктона,
изъятого нехищным зоопланктоном, которая зависит от численности жертвы и хищника и будет
формализована позже.

Отметим, что в данной модели мы будем учитывать уменьшение численности фитопланк-
тона за счет изъятия его зоопланктоном только в процессе воспроизводства и будем считать, что
оно не влияет на конкурентные взаимоотношения в текущем поколении, так как изъятые особи
участвовали в потреблении ресурсов и других взаимодействиях, т. е. можно считать (не зна-
чительно упрощая картину), что их отсутствие отразится на конкурентных отношениях только
в следующем поколении.

Для описания динамики численности хищного и нехищного зоопланктона также будем
использовать модель Рикера:

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

z1,n+1 = W1(1 − u2)z1,n exp(−ω1 · z1,n),

z2,n+1 = W2z2,n exp(−ω2 · z2,n),
(2)

где z1 и z2 — численности нехищного и хищного зоопланктона, ω1 и ω2 — коэффициенты са-
молимитирования, W1 = w1 · α(x2,n) и W2 = w2 · α(z1,n) — скорости роста хищного и нехищного
зоопланктона соответственно, а w1 и w2 — их максимально возможные значения. Для описания
процесса питания зоопланктона α(ξ) будем использовать функцию, учитывающую насыщение
хищника, — трофическую функцию Холлинга второго типа: α(ξ) = ξ

ξ∗+ξ , где ξ
∗ — численность

жертвы, при которой репродуктивный потенциал хищника равен половине от максимально воз-
можного.

Отметим, что в модель динамики зоопланктона мы не включаем межгрупповую конку-
ренцию мирного и хищного компонентов, поскольку они характеризуются в большей степени
различным типом питания, и поэтому их конкурентные взаимоотношения представляются менее
значимыми, чем отношения «хищник –жертва». Как и ранее, будем считать, что изъятие мир-
ного зоопланктона отразится на процессе воспроизводства и в виде уменьшения численности
следующего поколения.

В результате питания хищников изменяются численности жертв:

x2,n → x2,n − α01 · z1,n · α(x2,n) = x2,n

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 −

α01 · z1,n · α(x2,n)

x2,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = x2,n(1 − u1),

z1,n → z1,n − α02 · z2,n · α(z1,n) = z1,n

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 −

α02 · z2,n · α(z1,n)

z1,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = z1,n(1 − u2),

где u1 =
α01 ·z1,n·α(x2,n)

x2,n
=
α01 ·z1,n
X∗2+x2,n

— доля численности нетоксичного фитопланктона, потребляемая

зоопланктоном; u2 =
α02·z2,n·α(z1,n)

z1,n
=
α02·z2,n
Z∗1+z1,n

— доля численности нехищного зоопланктона, потреб-

ляемая хищным; α01 и α02 — коэффициенты преобразования биомассы (α01 � 1, α02 � 1).
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В результате модель сообщества принимает вид

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1,n+1 = A · x1,n exp(−ax1,n − bx2,n),

x2,n+1 = B ·
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 −

α01 · z1,n

X∗2 + x2,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ · x2,n exp(−gx1,n − dx2,n),

z1,n+1 =
w1 · x2,n

X∗2 + x2,n

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 −

α02 · z2,n

Z∗1 + z1,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ · z1,n exp(−ω1 · z1,n),

z2,n+1 =
w2 · z1,n

Z∗1 + z1,n

z2,n exp(−ω2 · z2,n).

(3)

Несложные замены параметров ρ = b
d , ϕ =

g
a , x∗2 = dX∗2, z∗1 = ω1Z∗1,

dα01
ω1
= α1,

ω1α02
ω2
= α2

и переход к новой системе координат ax1 → x1, dx2 → x2, ω1z1 → z1, ω2z2 → z2 позволяет
упростить вид модели (3), уменьшив количество параметров:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1,n+1 = A · x1,n exp(−x1,n − ρ · x2,n),

x2,n+1 = B ·
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 −

α1 · z1,n

x∗2 + x2,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ · x2,n exp(−ϕ · x1,n − x2,n),

z1,n+1 =
w1 · x2,n

x∗2 + x2,n

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 −

α2 · z2,n

z∗1 + z1,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ · z1,n exp(−z1,n),

z2,n+1 =
w2 · z1,n

z∗1 + z1,n

z2,n exp(−z2,n).

(4)

2.1. Область допустимых значений модели

Применение модели (4) к описанию динамики планктонного сообщества в случае значи-
тельного давления хищников может привести к появлению отрицательных значений численно-
стей как фитопланктона, так и зоопланктона. В связи с этим на параметры исследуемой модели
и ее начальные условия накладываются дополнительные условия, обеспечивающие неотрица-
тельность и ограниченность решений. В частности, если выражение

α2·z2,n
z∗1+z1,n

превысит единицу,

то из-за перепотребления жертвы хищником произойдет гибель популяций нетоксичного фито-
планктона, а также обоих компонентов зоопланктона. Другой вариант гибели части сообщества
реализуется при перепотреблении травоядного зоопланктона хищным:

α2·z2,n

z∗1+z1,n
> 1; в этом случае

происходит гибель всего зоопланктона, а сообщество представлено конкурирующими компо-
нентами фитопланктона. Далее на картах динамических режимов эта область параметров будет
обозначена как область недопустимых значений (НД), при этом, если часть сообщества про-
должает существовать после исчезновения хищника и его жертвы, дополнительно приводится
характеристика его состава.

3. Эволюция сообщества

3.1. Особенности динамики неполного сообщества

Данная модель допускает существование значительного разнообразия вариантов соста-
ва сообществ, связанных с наличием помимо тривиального E0(0, 0, 0, 0) и нетривиального
равновесий E7(x1, x2, z1, z2) нескольких полутривиальных, соответствующих существованию
от одного до трех компонентов: E1(x1, 0, 0, 0), E2(0, x2, 0, 0), E3(x1, x2, 0, 0), E4(0, x2, z1, 0),
E5(x1, x2, z1, 0), E6(0, x2, z1, z2) (приложение 1).
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Используя найденные условия транскритических бифуркаций для тривиального и полут-
ривиальных равновесий системы (4) (приложение 2) и ограничившись рассмотрением случая
умеренной конкуренции (ρϕ < 1) с равным конкурентным давлением (ρ = ϕ), можно в общих
чертах охарактеризовать результат эволюции рассматриваемого сообщества в зависимости от
значений внутригрупповых параметров, а также характеристик взаимодействия компонентов.

1. Гибель сообщества

При недостаточном воспроизводстве конкурирующих компонентов фитопланктона (A < 1,
B < 1) происходит их вырождение (рис. 1, область E0), ведущее к гибели оставшихся трофиче-
ских уровней.

2. Существование локальных компонентов фитопланктона

В отсутствие хищника
(

в данном случае — травоядного зоопланктона, при w1 < 1 +
x∗2

ln(B)

)

увеличение скоростей роста токсичного и нетоксичного фитопланктона обеспечивает локаль-
ное существование соответствующей группы фитопланктона (рис. 1, области E1 и E2). Отметим

при w1 < 1 +
x∗2

ln(B) уровень воспроизводства травоядного зоопланктона недостаточен, что в пер-
спективе ведет к его гибели.

При A = 1 или B = 1 возникают транскритические бифуркации (TS), в результате которых
полутривиальные равновесия E1 (при A > 1) и E2 (при B > 1) приобретают устойчивость.
Усложнение динамики локальных компонентов фитопланктона с ростом их репродуктивного
потенциала происходит по сценарию Фейгенбаума.

3. Сообщество, состоящее из двух компонентов

а. Сообщество «токсичный фитопланктон – нетоксичный фитопланктон»

Внутри области, ограниченной линиями транскритических бифуркаций (TS): B = Aϕ и A =
= Bρ, оба типа фитопланктона сосуществуют (рис. 1, область E3), образуя двухкомпонентное
сообщество. При этом с ростом репродуктивных потенциалов компонентов, составляющих со-
общество, потеря устойчивости стационарных точек происходит при пересечении линии PD
(соответствующей λ = −1) через каскад бифуркаций удвоения периода. Ранее в работах [Luis,
Elaydi, Oliveira, 2011; Kulakov, Neverova, Frisman, 2022] было показано, что бифуркационная
граница, соответствующая потере устойчивости по сценарию Неймарка –Сакера, не принима-
ет участия в формировании области устойчивости нетривиального решения E3. Следовательно,
в сообществе двух конкурирующих типов фитопланктона в отсутствие зоопланктона не воз-
можен переход от стационарного состояния к квазипериодическим колебаниям. На рис. 1, б
приведена карта динамических режимов, отражающая все результаты аналитического исследо-
вания, представленного на рис. 1, а. Карты формируются следующим образом: период цикла
системы (4) рассчитывается в каждой точке плоскости параметров, при этом каждая точка окра-
шивается в определенный цвет в соответствии с найденным периодом (рис. 1, б). Отметим, что
карта динамических режимов не может использоваться как инструмент для отделения квазипе-
риодических режимов (Q) от хаотических (C) в области их перемешивания, здесь, как правило,
используют показатели Ляпунова [Кузнецов, 2001; Кузнецов и др., 2012]. Однако ряд выводов
о характере нерегулярных колебаний можно сделать по карте на основе анализа сценария потери
устойчивости неподвижной точкой. Переход к хаосу осуществляется через каскад бифуркаций
удвоения периода, а переход к квазипериодической динамике — через бифуркацию Неймарка –
Сакера. Отметим, что с биологической точки зрения квазипериодику и хаос можно рассматри-
вать как нерегулярную динамику, поэтому на картах оба режима обозначаются одним цветом.
Дополнительно хаотические и квазипериодические колебания можно различить по виду траек-
торий системы, в первом случае колебания пилоообразные, во втором — более гладкие, что часто
характерно для динамики реальных популяций.
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Рис. 1. (а) Области устойчивости неподвижных точек системы (4) в отсутствие хищников (при w1 = 0).
(б) Карта динамических режимов. Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла, C — хаотическая
динамика. Индексы соответствуют номеру равновесия. Значения параметров и начальные условия: ρ =
= ϕ = 0,3; x1,0 = 0,1, x2,0 = 0,1

Динамические эффекты модели двух конкурирующих видов подробно изучены в рабо-
те [Kulakov, Neverova, Frisman, 2022], далее мы будем рассматривать динамические эффекты,
связанные с влиянием хищников на двухкомпонентное сообщество конкурентов.

б. Сообщество «нетоксичный фитопланктон – нехищный зоопланктон»
Другой сценарий развития двухкомпонентного сообщества реализуется с увеличением ре-

продуктивного потенциала нехищного зоопланктона (w1) и связан с потерей устойчивости ста-
ционарной точкой E2 в результате перехода через линию транскритической бифуркации B =

= ex∗2/(w1−1) при w1 > 1 +
x∗2

ln(B) , на которой E2 и E4 обмениваются устойчивостью. Область при-
тяжения равновесия E4(0, x2, z1, 0) также ограничена линиями транскритических бифуркаций,
соответствующих обмену устойчивостью с равновесиями большей размерности: E5(x1, x2, z1, 0)
и E6(0, x2, z1, z2). Недостаточный темп воспроизводства токсичного фитопланктона соответству-

ет условию ln A < ρx2, а хищного зоопланктона — w2 <
z∗1+z1

z1
.

На карте динамических режимов (рис. 2, а) видно, что при небольших темпах воспроизвод-
ства нетоксичного фитопланктона (B < 7) область устойчивости E4 ограничена линией транскри-
тической бифуркации B = ex∗2/(w1−1), до реализации которой существование нехищного зоопланк-

тона невозможно из-за недостаточного темпа его собственного воспроизводства
(

w1 < 1 +
x∗2

ln(B)

)

.

Однако при больших значениях B вблизи линии транскритической бифуркации B = ex∗2/(w1−1) так-
же происходит вытеснение зоопланктона из-за недостаточности его питания на фоне колебаний

численности фитопланктона. То есть при значениях w1 немного выше уровня TS = 1 +
x∗2

ln(B) низ-
кая численность жертвы, которую она достигает в процессе колебаний, не позволяет хищнику
закрепиться в сообществе, и он вымирает.

С ростом параметра B в области небольших значений w1 происходит потеря устойчивости
равновесия через бифуркацию удвоения периода. Равновесие в этой области одно. С увеличени-
ем w1 область допустимых значений B значительно сужается, и усложнение динамики по сце-
нарию Фейгенбаума ограничивается реализацией циклов небольшой длины (при w1 = 6 можно
наблюдать рождение лишь 2-цикла и далее вымирание сообщества, рис. 2, а). При еще бо́льших
значениях w1 рост B позволяет наблюдать реализацию как прямой, так и обратной бифуркации
Неймарка –Сакера (например, при w1 = 6,8, рис. 2, а), причем здесь стационарная точка E4
единственна. Пример квазипериодической динамики приведен на рис. 2, в, здесь можно увидеть
длиннопериодические колебания численности обоих компонентов с небольшим запаздыванием
пиков и спадов хищника относительно жертвы.

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Динамика планктонного сообщества с учетом трофических . . . 535

Рис. 2. (а) Карта динамических режимов, дополненная бифуркационными диаграммами. Числа соответ-
ствуют длине наблюдаемого цикла, C и Q — хаотическая и квазипериодическая динамика соответственно.
Индексы соответствуют номеру равновесия. Значения параметров и начальные условия: α1 = 0,5, w2 = 0,
x∗ = 0,5, z∗ = 0,15, ρ = ϕ = 0,3; x1,0 = 0,1, x2,0 = 0,1, z1,0 = 0,1. (б) Графическое решение системы,
соответствующей равновесию E4(0, x2, z1, 0) при w1 = 8,8. (в) Пример динамики фитопланктона (x2)
и зоопланктона (z1) из области квазипериодики

При более высоких w1 в узкой параметрической области в результате седлоузловой бифур-
кации может появиться еще два решения системы с большими значениями численности, одно
из которых оказывается устойчивым, а другое нет (рис. 2, б). Отметим, что притягивающее рав-
новесие с меньшей численностью достаточно быстро сливается с неустойчивой неподвижной
точкой и теряет устойчивость (рис. 2, б). Приведенная для этого случая бифуркационная диа-
грамма при w1 = 8,8 демонстрирует разрывы и резкие переходы от одних динамических режимов
к другим, что позволяет идентифицировать бистабильность или/и мультистабильность, возника-
ющие в том числе в результате касательной бифуркации. Также на бифуркационной диаграмме
видно, что устойчивая нетривиальная неподвижная точка может сосуществовать с нерегуляр-
ными колебаниями. Подробное исследование данного эффекта в математической модели, опи-
сывающей динамику двухкомпонентной системы «фитопланктон –фитопланктон», представлено
в работе [Неверова, Жданова, 2023].

4. Сообщество, состоящее из трех компонентов
а. Сообщество «токсичный и нетоксичный фитопланктон – нехищный зоопланктон»
Каждое из рассмотренных выше сообществ, представленных двумя компонентами, может

быть расширено до 3-компонентного в зависимости от значений популяционных параметров.
Внутри области, ограниченной линиями транскритических бифуркаций (TS): B = Aϕ и A = Bρ,
оба типа фитопланктона сосуществуют (рис. 1, область E3), образуя двухкомпонентное сообще-

ство. При этом, если репродуктивный потенциал травоядного зоопланктона достаточен
(

то есть

выполняется неравенство w1 >
x∗2 ·(1−ϕρ)+ln B−ϕ ln A

ln B−ϕ ln A

)

, в системе появляется полутривиальное равно-

весие размерности 3: E5(x1, x2, z1, 0). С другой стороны, данное трехкомпонентное сообщество
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можно рассматривать как расширение сообщества «хищник –жертва», определяемого равнове-
сием E4(0, x2, z1, 0), с появлением конкурента жертвы, позволяющим ему избегать хищничества
в силу свойства токсичности.

На рис. 3 представлены карты динамических режимов, дополненные характеристикой со-
става сообщества. Присутствие в системе хищника с небольшим репродуктивным потенциалом
практически не влияет на картину, наблюдаемую в сообществе двух конкурентов c равным кон-
курентным давлением: рост репродуктивных потенциалов фитопланктона сопровождается ре-
ализацией сценария Фейгенбаума. Наблюдается следующая цепочка изменений динамических
режимов: 2 → 4 → 8 → 16 → 32 → · · · → хаос, при этом в области хаоса возникают окна пери-
одической динамики, которые также бифурцируют по сценарию удвоения периода [Скалецкая,
Фрисман, Шапиро, 1979]. Аналогичный сценарий потери устойчивости реализуется и для сооб-
ществ меньшей размерности (E4 и E1). Вытеснение зоопланктона происходит как при низких

значения репродуктивного потенциала нетоксичного фитопланктона B
(

из-за недостаточного пи-

тания, w1 <
x∗2 ·(1−ϕρ)+ln B−ϕ ln A

ln B−ϕ ln A

)

, так и при высоких (из-за флуктуации численности жертвы); при

этом зоопланктон вымирает, а сообщество конкурентов развивается в соответствии с их соб-
ственными популяционными параметрами (рис. 3, а).

Рис. 3. (а, б, г, д) Карты динамических режимов. Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла, C и Q —
хаотическая и квазипериодическая динамика соответственно. Индексы соответствуют номеру равновесия.
Значения параметров и начальные условия: α1 = 0,5, w2 = 0, x∗ = 0,5, z∗ = 0,15, ρ = ϕ = 0,3; x1,0 = 0,1,
x2,0 = 0,1, z1,0 = 0,1. (в, е) Бифуркационные диаграммы динамики численности травоядного зоопланкто-
на z1. (ж) Пример динамики фитопланктона (x1, x2) и зоопланктона (z1) из островка квазипериодики

Увеличение репродуктивного потенциала хищника можно рассматривать как рост конку-
рентного давления на нетоксичный фитопланктон со стороны токсичного. В частности, на кар-
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те (рис. 3, б, область Q5) можно видеть бифуркации 2-циклов по сценарию Неймарка –Сакера
(рис. 3, в), как и в модели двух конкурентов при слабой межвидовой конкуренции (рис. 3, б,
область Q5) [Kulakov, Neverova, Frisman, 2022]. При больших репродуктивных потенциалах фи-
топланктона элиминация зоопланктона происходит вместе с его жертвой — нетоксичным фито-
планктоном, в итоге в системе выживает только токсичный фитопланктон.

Дальнейший рост репродуктивного потенциала хищника приводит к тому, что возникает
возможность потери устойчивости неподвижной точкой по сценарию Неймарка –Сакера: рав-
новесие E5 теряет устойчивость с образованием инвариантной кривой в фазовом пространстве
(рис. 3, г); реализацию этого же сценария можно наблюдать в двухкомпонентном сообществе
«хищник –жертва» (рис. 2, а и рис. 3, г при ln A < ρx2). Более наглядно представить область
значений репродуктивного потенциала хищника, при которых возникает бифуркация Неймарка –
Сакера, можно по картам динамических режимов в плоскости параметров (w1, B) при фиксиро-
ванном значении репродуктивного потенциала токсичного фитопланктона (A). Так, на рис. 3, д
видно, что потеря устойчивости равновесием возможна по двум сценариям, при этом бифурка-
ция Неймарка –Сакера реализуется при высоком репродуктивном потенциале хищника. Также
построенная карта позволяет заключить, что возникновение квазипериодических колебаний яв-
ляется следствием взаимодействия «хищник –жертва», поскольку с ростом w1 давление хищника
на жертву увеличивается. В целом же длиннопериодические колебания (рис. 3, ж), возникаю-
щие в 3-компонентном сообществе, несколько отличаются от тех, что наблюдались в двухком-
понентной системе. Динамика конкурентов находится практически в противофазе, сохраняется
небольшое запаздывание пиков и спадов хищника относительно жертвы, но амплитуда колеба-
ний хищника здесь становится заметно большей, чем у жертвы.

б. Сообщество «нетоксичный фитопланктон – хищный и нехищный зоопланктон»

С увеличением параметра, характеризующего репродуктивный потенциал хищного зоо-

планктона (w2), при переходе через границу w2 =
z∗1+z1

z1
равновесие E4(0, x2, z1, 0) обменивается

устойчивостью с равновесием большей размерности E6(0, x2, z1, z2), которое соответствует со-
обществу с еще одним типом зоопланктона, т. е. хищником следующего трофического уровня.

На рис. 4 представлены карты динамических режимов, дополненные характеристикой со-
става сообщества. Присутствие в системе хищника следующего трофического уровня (хищного
зоопланктона), пока его репродуктивный потенциал невелик (рис. 4, а), практически не меня-
ет картину, наблюдавшуюся в двухкомпонентном сообществе «хищник –жертва» (рис. 2). Также
при небольшом темпе воспроизводства нехищного зоопланктона (w1) с ростом репродуктив-
ного потенциала фитопланктона (B) усложнение динамики сообщества происходит через каскад
удвоения периода. На карте динамических режимов можно видеть практически неизменный ост-
ровок квазипериодической динамики в области значений w1 > 6. В этой области квазипериодики
изменение численности всех компонентов по-прежнему достаточно плавное, с небольшим запаз-
дыванием пиков и спадов хищников относительно их жертв (рис. 4, б, в). Рост репродуктивного
потенциала хищника верхнего трофического уровня (хищного зоопланктона) приводит к расши-
рению области стабильной динамики (при небольших скоростях воспроизводства хищника, w1)
и реализации каскада удвоения периода при больших значениях B. Кроме того, происходит де-
формация острова квазипериодики: нижняя часть его вытягивается, и квазипериодические коле-
бания возникают уже при меньших значениях репродуктивного потенциала нехищного зоопланк-
тона (w1 < 6, рис. 4, г, д, е, и). В этой «новой» области характер динамики взаимодействующих
компонентов значительно отличается от тех плавных и согласованных между собой колебаний,
которые можно было наблюдать в редуцированных сообществах, не включающих хищника вто-
рого уровня трофической цепи. При небольших значениях B (соответствующих стабильной ди-
намике) наблюдаются плавные длиннопериодические колебания всех трех компонентов, причем
значительную амплитуду демонстрирует только динамика хищного зоопланктона, численность
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других компонентов практически не меняется, что соответствует описанию скрытых циклов
(рис. 4, ж).

Рис. 4. (а, г, д, е, и) Карты динамических режимов. Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла,
C и Q — хаотическая и квазипериодическая динамика соответственно. Индексы соответствуют номеру
равновесия. Значения параметров и начальные условия: α1 = 0,5, A = 1, x∗ = 0,5, z∗ = 0,15, ρ = ϕ =
= 0,3; x1,0 = 0,1, x2,0 = 0,1, z1,0 = 0,1. (б, в, з, ж, к) Примеры динамики нетоксичного фитопланктона (x2)
и зоопланктона (z1, z2) из островков квазипериодики
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При больших значениях репродуктивного потенциала фитопланктона (B, соответствующих
2-циклу) в фазовом пространстве возникают два предельных цикла, при этом оба типа зоопланк-
тона демонстрируют плавные колебания (длиннопериодические колебания), а фитопланктон —
зашумленный 2-цикл (рис. 4, з). Аналогично: при еще больших B можно увидеть 4, 8 и т. д.
предельных циклов в фазовом пространстве. Рост репродуктивного потенциала хищного зоо-
планктона (w2) увеличивает область дополнительной возникшей здесь квазипериодики вплоть
до значений B, соответствующих нерегулярной динамике (рис. 4, и), и здесь можно видеть пи-
лообразные колебания фитопланктона на фоне плавного изменения численности зоопланктона
(рис. 4, к).

Рис. 5. (а–в, е–з) Карты динамических режимов. Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла, C и Q —
хаотическая и квазипериодическая динамика соответственно. Индексы соответствуют номеру равновесия.
Значения параметров и начальные условия: α1 = 0,5, A = 1, x∗ = 0,5, z∗ = 0,15, ρ = ϕ = 0,3; x1,0 = 0,1,
x2,0 = 0,1, z1,0 = 0,1. (г, д) Примеры динамики фитопланктона (x1) и зоопланктона (z1, z2) из островков
квазипериодики

Карты динамических режимов, построенные в параметрической плоскости (w1, w2), при
фиксированном значении репродуктивного потенциала нетоксичного фитопланктона (B) позво-
ляют увидеть рождение второго островка квазипериодической динамики в параметрическом про-
странстве (рис. 5). При малых значениях B (рис. 5, а, б; B = 1,5, B = 2) существуют два островка
квазипериодической динамики: один можно было видеть в двухкомпонентном сообществе, дру-
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гой новый. Здесь стабильная динамика фитопланктона раскачивается за счет потребления хищ-
ником при достаточно большой скорости воспроизводства хищников до квазипериодической.
Причем если репродуктивный потенциал у хищного зоопланктона высокий, то его численность
практически равна нулю в течение многих поколений, пока подрастает численность его пи-
щи — мирного зоопланктона, далее происходит резкий всплеск его численности, и снова он
практически исчезает; при этом фитопланктон очень плавно флуктуирует с небольшой ампли-
тудой (рис. 5, г). С ростом репродуктивного потенциала нетоксичного фитопланктона (B < e2)
в параметрическом пространстве между двумя островками квазипериодики появляются области
реализации каскада бифуркаций удвоения периода вплоть до хаоса. Например, при B = 3 можно
различить только 2-цикл и далее его бифуркацию по сценарию Неймарка –Сакера (рис. 5, в),
а при B = 7 уже полный сценарий Фейгенбаума (рис. 5, е). С приближением значений B к точке
бифуркации (B = e2) область квазипериодики справа истончается и в конце концов исчезает,
а островок слева остается практически неизменным (рис. 5, е–з). При значениях B, соответству-
ющих 2-циклу, собственный 2-цикл фитопланктона в некоторой области стабилизируется за счет
потребления хищниками (области 16 и 14 на рис. 5, з), при больших репродуктивных потенциалах
хищников реализуется каскад бифуркаций удвоения периода вплоть до хаоса. Островок квази-
периодической динамики сохраняется, здесь характер динамики смешанный (на фазовом порт-
рете можно видеть два предельных цикла): фитопланктон демонстрирует зашумленный 2-цикл,
а динамика хищников плавная. Достаточно интересной оказывается динамика 3-компонентного
сообщества в «истончающемся» островке квазипериодики справа (пример на рис. 5, д): можно
наблюдать чередование плавной динамики и пачечных колебаний (напоминающих возникающие
в системах с непрерывным временем, см., например, [Кулаков, Курилова, Фрисман, 2019; Ку-
рилова, Кулаков, Фрисман, 2023]), при которых изменение численности компонентов состоит
из отрезков медленной тонической динамики и регулярно появляющихся всплесков пачечной
динамики численностей, которые не согласованы между собой.

3.2. Особенности динамики полного сообщества

Полное сообщество отличается от рассмотренного выше 3-компонентного сообщества
(зоопланктон – зоопланктон –фитопланктон) наличием конкурента фитопланктона, который из-
за токсичности избегает хищничества. Полагая, что платой за эту полезную мутацию является
уменьшение скорости воспроизводства токсичного фитопланктона относительно нетоксичного
(A < B) [Fussmann et al., 2005], рассмотрим, как изменится динамика 3-компонентного сообще-
ства с появлением в нем четвертого компонента.

Появление конкурента у фитопланктона с небольшим репродуктивным потенциалом прак-
тически не меняет динамику сообщества, характерные особенности карт динамических режимов
сохраняются, что можно видеть, например, на рис. 5, в и 6, а. Рост репродуктивного потенциала
токсичного фитопланктона выглядит как снижение репродуктивного потенциала нетоксичного
фитопланктона, что приводит к более поздней реализации каскада удвоения периода (рис. 6, б
и 5, б, в, 6, е и 5, ж, з). При этом островок квазипериодики слева остается практически неиз-
менным, также можно наблюдать расширение области квазипериодики справа и смещение ее
в область меньших значений репродуктивного потенциала мирного зоопланктона (рис. 6, в, г).
В полном сообществе могут возникать колебания со значительно отличающейся амплитудой со-
ставляющих его компонентов, в которых численность жертв выглядит практически стабильной,
а хищник значительно флуктуирует (пример на рис. 6, д), что может соответствовать описанию
скрытых циклов.

С другой стороны, полное сообщество возникает в результате присутствия хищного зоо-
планктона в трехкомпонентном сообществе, состоящем из конкурирующих групп фитопланктона
и нехищного зоопланктона. Изучая влияние хищника следующего трофического уровня на сооб-
щество, будем рассматривать изменение карты динамических режимов в параметрической плос-
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Рис. 6. (а–г, е) Карты динамических режимов. Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла, C и Q —
хаотическая и квазипериодическая динамика соответственно. Индексы соответствуют номеру равновесия.
Значения параметров и начальные условия: α1 = 0,5, x∗ = 0,5, z∗ = 0,15, ρ = ϕ = 0,3; x1,0 = 0,1, x2,0 =

= 0,1, z1,0 = 0,1. (г, д) Пример «скрытых циклов» фитопланктона (x1, x2) и зоопланктона (z1, z2) в области
квазипериодической динамики

кости репродуктивных потенциалов конкурирующих компонентов фитопланктона (A, B). Как
уже отмечалось, в редуцированном сообществе, состоящим из трех компонентов (x1, x2 и z1), при
небольших значениях репродуктивного потенциала хищника нетривиальное равновесие теряет
устойчивость только по сценарию Фейгенбаума; с ростом параметра w1 реализация сценария
Неймарка –Сакера оказывается возможна после реализации бифуркации удвоения периода (для
2-циклов), а при больших значениях (w1 > 6) — до этой бифуркации (для равновесия) (рис. 3).
Появление хищника следующего трофического уровня, при сохранении области квазипериоди-
ческой динамики при больших w1, создает новую область квазипериодики при меньших боль-
ших w1 (но w2 > 6), которая начинается в области небольших репродуктивных потенциалов фи-
топланктона (соответствующих стационарной динамике), захватывает область параметрической
плоскости, соответствующей 2, 4, 8 и т. д. циклам, вплоть до хаотической динамики (рис. 7, д, е).
Причем при небольших значениях (A, B) квазипериодическая динамика (Q7 на рис. 7, д, е) пред-
ставляет собой одну замкнутую кривую в фазовом пространстве (Q7 на рис. 7, ж) и выглядит
как согласованные плавные колебания всех четырех видов, амплитуда которых может значи-
тельно отличаться. При больших репродуктивных потенциалах фитопланктона, соответствую-
щих 2-циклу (Q2

7 на рис. 7, б, д, е), в фазовом пространстве возникают две замкнутые кривые
(Q2

7 на рис. 7, ж), а характер колебаний фито- и зоопланктона значительно отличается: фито-
планктон демонстрирует зашумленный 2-цикл, зоопланктон — плавные длиннопериодические
флуктуации. Аналогичную картину можно наблюдать для 4, 8 и т. д. циклов. Далее длина цикла
быстро растет, и более-менее точная классификация составляющих смеси различных динамик
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Рис. 7. (а, б, г–е) Карты динамических режимов. Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла, C и Q —
хаотическая и квазипериодическая динамика соответственно. Нижние индексы соответствуют номеру рав-
новесия, верхние характеризуют тип смешанной динамики. Значения параметров и начальные условия:
α1 = 0,5, x∗ = 0,5, z∗ = 0,15, ρ = ϕ = 0,3; x1,0 = 0,1, x2,0 = 0,1, z1,0 = 0,1. (д) Пример фазового портрета
системы в области квазипериодической динамики Q2. (ж) Бифуркационная диаграмма динамики суммар-
ной численности фитопланктона, x1 + x2 (синий цвет), и зоопланктона, z1 + z2 (синий цвет), с примерами
смешанной динамики Qi

компонентов становится нетривиальной задачей. В области, помеченной как QC
7 , динамика сооб-

щества смешанная: можно видеть как явно хаотическую динамику фитопланктона при гладкой
квазипериодической динамике зоопланктона, так и пилообразные колебания всех компонентов.

4. Обсуждение и заключение

Для изучения возможной динамики планктонного сообщества и механизмов возникнове-
ния колебаний построена четырехкомпонентная математическая модель с дискретным временем,
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учитывающая конкурентные взаимоотношения между разными группами фитопланктона и тро-
фические характеристики зоопланктона. Другими словами, предполагается, что полное сооб-
щество представлено токсичным и нетоксичным фитопланктоном, конкурирующим за ресурсы,
а также нехищным и хищным зоопланктоном. Для описания динамики токсичного и нетоксично-
го компонентов фитопланктона используется рикеровская модель конкуренции, которая учиты-
вает не только межгрупповую конкуренцию взаимодействующих компонентов, но и внутригруп-
повую конкуренцию в виде самолимитирования. Для описания процесса питания зоопланктона
выбрана трофическая функция Холлинга второго типа, учитывающая насыщение хищника. Про-
ведено аналитическое исследование модели: найдены ее неподвижные точки, отражающие воз-
можную структуру сообщества, определяемую сосуществованием разных трофических уровней.
Модель исследована на устойчивость при помощи как аналитических, так и численных методов.
Для изучения эволюции возникающих режимов динамики использовались карты динамических
режимов и бифуркационные диаграммы. Результаты, полученные в ходе исследования модели,
предложенной в данной работе, можно рассматривать как новые динамические эффекты, воз-
никающие в результате «добавления» еще одного трофического уровня, начиная с сообщества
конкурирующих популяций.

Для модели конкуренции токсичного и нетоксичного фитопланктона, учитывающей не
только межгрупповую, но и внутригрупповую конкуренцию, показано возникновение разнооб-
разной и сложной динамики, а также мультистабильности. Отметим, что в двухкомпонентной
системе при конкуренции за ресурсы вероятность выживания компонента зависит от скорости
его воспроизводства, т. е. чем выше репродуктивный его потенциал, тем выше вероятность вы-
теснения его конкурента. Однако даже в случае, когда репродуктивный потенциал одного из
конкурентов выше другого, можно подобрать начальное условие, которое приведет к тому, что
компонент с меньшим репродуктивным потенциалом вытеснит конкурента с бо́льшим [Kulakov,
Neverova, Frisman, 2022]. В случае слабо выраженной межвидовой конкуренции при достаточно
высоких скоростях роста также возникают сложности прогнозирования сценария развития со-
общества, хотя компоненты и сосуществуют. На основе проведенных численных экспериментов
продемонстрировано, что возникающий 2-цикл бифурцирует как по сценарию Неймарка –Са-
кера, так и по сценарию удвоения периода. При этом данный 2-цикл и режимы, возникшие
в результате потери его устойчивости, сосуществуют с другими динамическими режимами, т. е.
одновременно существуют несколько аттракторов, каждый из которых характеризуется собствен-
ной областью притяжения, и, следовательно, начальные условия определяют, какой из аттракто-
ров будет реализован. В этом контексте влияние внешних факторов можно рассматривать как
модификацию начальных условий, приводящую к переключению между различными типами
динамики, обусловленной сосуществованием конкурирующих аттракторов и переходу на новый
динамический режим [Medvinsky et al., 2019; Neverova, Kulakov, Frisman, 2019; Neverova et al.,
2019]. Следовательно, небольшие флуктуации текущих численностей конкурирующих групп мо-
гут привести к смене наблюдаемого режима динамики в сообществе. Следует отметить, что
подобная непредсказуемость динамики и ее зависимость от начальных условий в многовидовых
конкурирующих сообществах обсуждаются в работе [Huisman, Weissing, 2001], где на основе
модели, широко применяемой в экологии фитопланктона, показано, что система может иметь
несколько альтернативных аттракторов.

В случае присутствия еще одного трофического уровня, а именно нехищного зоопланк-
тона, потребляющего нетоксичный фитопланктон, анализ сценариев перехода от стационарной
динамики к колебаниям численности сообщества показал, что потеря устойчивости нетриви-
ального равновесия, соответствующего сосуществованию конкурирующих групп фитопланктона
и зоопланктона, может происходить через каскад бифуркаций удвоения периода, также возни-
кает бифуркация Неймарка –Сакера, ведущая к возникновению квазипериодических колебаний.

2024, Т. 16, № 2, С. 525–554



544 О. Л. Жданова, Г.П. Неверова, Е. Я. Фрисман

Отметим, что такое разнообразие сценариев оказалось возможным лишь в модели сообщества,
тогда как в исходных уравнениях Рикера, описывающих динамику конкурирующих видов, воз-
можна лишь дестабилизация численности в результате бифуркации удвоения периода. Отметим,
что при малой скорости роста «хищника» картина динамического поведения совпадает с осо-
бенностями динамики сообщества, представленного конкурирующими группами фитопланктона.
В случае высокого репродуктивного потенциала хищника динамика трехкомпонентного сообще-
ства демонстрирует поведение подобное системе «хищник –жертва», при этом конкуренцию за
ресурсы со стороны токсичного фитопланктона можно рассматривать как вклад в увеличение
давления хищников на нетоксичный фитопланктон. Математическая модель, соответствующая
такому тритрофному сообществу, может иметь до трех нетривиальных равновесий, обеспечива-
ющих существование всех компонентов сообщества, одно из которых неустойчиво. Это связано
с тем, что в довольно узкой параметрической области происходит седло-узловая бифуркация,
в результате которой, в дополнение к существующему устойчивому нетривиальному равнове-
сию, рождается устойчивое и неустойчивое нетривиальные равновесия (рис. 2) [Неверова, Жда-
нова, 2023]. При этом бассейны притяжения двух устойчивых равновесий делят фазовое про-
странство, в результате чего численность сообщества может стабилизироваться, достигая боль-
ших или меньших значений (в зависимости от начальных условий). Важно отметить, что если
система «нетоксичный фитопланктон – нехищный зоопланктон» имеет три нетривиальные непо-
движные точки, то для модели сообщества «конкурирующий фитопланктон – зоопланктон» мож-
но подобрать значения параметров, при которых количество нетривиальных неподвижных точек
будет такое же. Однако, как оказалось, в системе возникает мультистабильность, связанная с воз-
никновением нерегулярной динамики на фоне еще не потерявшей устойчивость единственной
неподвижной точки. В результате в некоторой параметрической области фазовое пространство
делят квазипериодический режим и устойчивая динамика.

Обобщая анализ влияния значений параметров тритрофной системы на ее динамическое
поведение, отметим, что рост коэффициента, характеризующего давление хищника на жертву,
приводит к тому, что характерные длиннопериодические колебания с запаздыванием возника-
ют при более низкой скорости роста хищника. В свою очередь увеличение, константы полуна-
сыщения существенно расширяет область устойчивости нетривиального равновесия, отодвигая
возникновение квазипериодических колебаний в сторону больших значений репродуктивного
потенциала хищника. На основе построенных карт динамических режимов показано, что возник-
новение квазипериодических колебаний обусловлено взаимодействием «хищник –жертва» [Жда-
нова, Жданов, Неверова, 2022; Неверова, Жданова, 2023]. Однако в целом колебания возникают
при небольшой скорости роста нетоксичного фитопланктона.

В случае полного сообщества, представленного двумя типами фитопланктона и хищным
и нехищным зоопланктоном, при малой скорости роста хищного зоопланктона динамика сооб-
щества согласуется с поведением системы «два типа конкурирующего фитопланктона – нехищ-
ный зоопланктон», при высоком — с системой «нетоксичный фитопланктон – хищный и нехищ-
ный зоопланктон», когда в дополнение к острову квазипериодики, возникающему в тритрофной
системе, внутри области устойчивости появляется еще один остров нерегулярной динамики,
которая начинается в области небольших репродуктивных потенциалов фитопланктона (соот-
ветствующих стационарной динамике) и, по сути, захватывает всю параметрическую плоскость.
Отметим, что здесь возникает возможность возникновения квазипериодических колебаний прак-
тически при любых значениях скорости роста нетоксичного фитопланктона. Важно отметить,
что здесь, как и в редуцированных сообществах, в зависимости от значений начального условия
могут реализовываться разные динамические режимы, т. е. возможна смена наблюдаемого дина-
мического режима либо смена фазы колебаний. Как результат, наличие множественных аттрак-
торов и постоянное присутствие слабых возмущающих факторов, перебрасывающих систему
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из одного бассейна притяжения в другой, делают задачу прогнозирования динамики экосистемы
весьма сложной. При этом необходимо понимать, что изменение характера динамики может про-
изойти не только в случае существования нескольких аттракторов при одних и тех же значениях
параметров, но и вследствие фазовой мультистабильности, когда под действием возмущения пе-
ременой уравнения модельная траектория осуществляет прыжки по бассейнам притяжения раз-
ных фаз одного и того же динамического режима. При этом чем длиннее период наблюдаемых
колебаний, тем больше фаз этого цикла со своими бассейнами притяжения может существовать,
что в условиях нестационарной среды может существенно усложнять динамику.

В целом отметим, что предложенная концептуальная, включающая небольшое число урав-
нений модель представляется адекватным инструментом для исследования и выявления основ-
ных механизмов формирования взаимосвязанной динамики компонентов, составляющих планк-
тонное сообщество [Тихонова и др., 2003]. Так, предложенная в данной работе модель динамики
сообщества с дискретным временем, являясь достаточно простой, позволяет получить динамику
сообщества подобную той, что отмечают в природе и экспериментах. В частности, возникает
динамика, характерная для планктонного сообщества, — с отставанием динамики хищника от
жертвы примерно на четверть периода. Также наблюдаются длиннопериодические противофаз-
ные циклы хищника и жертвы. Особо следует отметить возникновение скрытых циклов (cryptic
cycles), при которых плотность жертв остается практически постоянной, а плотность хищни-
ков колеблется, демонстрируя влияние быстрой эволюции, маскирующей трофическое взаимо-
действие. Однако нужно понимать, что вариация внутрипопуляционных параметров фито- или
зоопланктона может приводить к выраженным изменениям динамического режима в сообще-
стве: резким переходам от регулярной к квазипериодической динамике и далее к точным циклам
с небольшим периодом или даже стационарной динамике. Отметим, что квазипериодическая
динамика может возникать при достаточно небольших скоростях роста фитопланктона, соот-
ветствующих стабильной или регулярной динамике сообщества. Смена динамического режима
в этой области (переход от регулярной динамики к квазипериодической и наоборот) может про-
исходить за счет вариации начальных условий или внешнего воздействия, изменяющего текущие
численности и смещающего систему в бассейн притяжения другого динамического режима.
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Приложение 1. Характеристика стационарных точек модели (4)

Система уравнений (4) имеет следующие типы стационарных точек:

• тривиальную E0(0, 0, 0, 0), которая соответствует вымиранию всех компонентов:

x1 = 0, x2 = 0, z1 = 0, z2 = 0; (5)

• две полутривиальные размерности 1: E1(x1, 0, 0, 0) и E2(0, x2, 0, 0), соответствуют свобод-
ному существованию одной из групп фитопланктона в отсутствие конкурента и хищников:

x1 = ln A, x2 = 0, z1 = 0, z2 = 0; (6)

x1 = 0, x2 = ln B, z1 = 0, z2 = 0; (7)

• две полутривиальные размерности 2: E3(x1, x2, 0, 0), E4(0, x2, z1, 0), соответствуют сосу-
ществованию двух компонентов:

z1 = 0, z2 = 0; x1 =
ln A − ρ ln B

1 − ϕρ , x2 =
ln B − ϕ ln A

1 − ϕρ (8)

— сосуществование двух конкурирующих групп фитопланктона, решение E3(x1, x2, 0, 0)
(8) не существует при ρϕ > 1;

x1 = 0, z1 = ln

(
w1 · x2

x∗2 + x2

)

, x2 = ln

(

B ·
(

1 − α1 · z1

x∗2 + x2

))

(9)

— сосуществование нетоксичного фитопланктона и нехищного зоопланктона,
E4(0, x2, z1, 0);

• две полутривиальные размерности 3: E5(x1, x2, z1, 0), E6(0, x2, z1, z2), соответствуют сосу-
ществованию трех компонентов:

– сосуществование двух конкурирующих групп фитопланктона и нехищного зоопланк-
тона E5(x1, 2, z1, 0); определяется как решение 2-го трансцендентного уравнения си-
стемы относительно x2, далее z1 и x1 определяются из двух других уравнений систе-
мы:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = ln A − ρ · x2,

ϕ ln A + (1 − ϕρ) · x2 = ln

(

B ·
(

1 − α1 · z1

x∗2 + x2

))

,

z1 = ln

(
w1 · x2

x∗2 + x2

)

,

z2 = 0;

(10)

– сосуществование нетоксичного фитопланктона и двух групп зоопланктона,
E6(0, x2, z1, z2): здесь необходимо определить стационарные численности x2
и z1 из системы двух трансцендентных уравнений (2-го и 3-го), а затем найти
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значение z2 из последнего уравнения:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = 0,

x2 = ln

(

B ·
(

1 − α1 · z1

x∗2 + x2

))

,

z1 = ln

(
w1 · x2

x∗2 + x2

(

1 − α2 · z2

z∗1 + z1

))

,

z2 = ln

(
w2 · z1

z∗1 + z1

)

;

(11)

• нетривиальная неподвижная точка E7(x1, x2, z1, z2), соответствует устойчивому существо-
ванию полного сообщества и определяется как решение системы из двух трансцендентных
уравнений (2-го и 3-го) относительно x2 и z1, далее x1 и z2 определяются из двух других
уравнений системы:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = ln A − ρ · x2,

ϕ ln A + (1 − ϕρ) · x2 = ln

(

B ·
(

1 − α1 · z1

x∗2 + x2

))

,

z1 = ln

(
w1 · x2

x∗2 + x2

(

1 − α2 · z2

z∗1 + z1

))

,

z2 = ln

(
w2 · z1

z∗1 + z1

)

.

(12)

Отметим, что системы (9), (10), (11) и (12) могут иметь несколько решений в области допу-
стимых значений переменных модели. Более подробно вопрос о количестве стационарных точек
данного типа рассмотрим далее, в приложении 2, а также там приведены некоторые результаты
аналитического исследования равновесий модели на устойчивость.

Приложение 2. Аналитическое исследование устойчивости
стационарных точек модели (4)

Для исследования решений модели (4) на устойчивость запишем ее якобиан:

J =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

J11 J12 J13 J14
J21 J22 J23 J24
J31 J32 J33 J34
J41 J42 J43 J44

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

F′1x1

F′1x2

F′1z1

F′1z2

F′2x1

F′2x2

F′2z1

F′2z2

F′3x
1

F′3x
2

F′3z
1

F′3z
2

F′4x
1

F′4x
2

F′4z
1

F′4z
2

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

,

где

F1 = A · x1,n exp(−x1,n − ρ · x2,n), F2 = B ·
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 −

α1 · z1,n

x∗2 + x2,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ · x2,n exp(−ϕ · x1,n − x2,n),

F3 =
w1 · x2,n

x∗2 + x2,n

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 −

α2 · z2,n

z∗1 + z1,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ · z1,n exp(−z1,n), F4 =

w2 · z1,n

z∗1 + z1,n

z2,n exp(−z2,n).

Далее рассмотрим условия устойчивости [Кузнецов и др., 2012] для тривиального и некоторых
полутривиальных равновесий модели (4).
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Область устойчивости тривиального решения
Границы области устойчивости неподвижной точки (5) задаются линиями транскритиче-

ских бифуркаций A = 1 и B = 1. Следовательно, в плоскости параметров (A, B) область устой-
чивости решения (5) представляет собой единичный квадрат.

Области устойчивости полутривиальных решений размерности 1
Для неподвижной точки E1(x1 = ln A, x2 = 0, z1 = 0, z2 = 0) (6) границы области устойчи-

вости задаются следующими соотношениями:

(1) λ = 1 при A = 1 и B = Aϕ, (2) λ = −1, A = e2,

где λ = 1 соответствует линии транскритической бифуркации, λ = −1 — бифуркационная грани-
ца, при переходе через которую реализуется каскад бифуркаций удвоения периода.

Область устойчивости решения и E2(0, x2 = ln B, 0, 0) (7) формируется следующими би-
фуркационными линиями:

(1) λ = 1, B = 1, A = Bρ и B = ex∗2/(w1−1); (2) λ = −1, B = e2.

Области устойчивости полутривиальных решений размерности 2
В точке E3(x1, x2, 0, 0) (8) якобиан модели (4) преобразуется к виду

J =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

Ae−x1−ρx2 − Ax1e−x1−ρx2 −Ax1ρ · e−x1−ρx2 0 0

−Bx2ϕ · e−ϕx1−x2 Be−ϕx1−x2 − Bx2e−ϕx1−x2 F′2z
1

0

0 0
w1 ·x2
x∗2+x2

0

0 0 0 0

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

. (13)

Учитывая, что в неподвижной точке Ae−x1−ρx2 = 1 и Be−ϕx1−x2 = 1, характеристическое уравнение
принимает вид ∥

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

1 − x1 − λ −x1ρ 0 0
−x2ϕ 1 − x2 − λ F′2z1

0

0 0
w1·x2
x∗2+x2

− λ 0

0 0 0 −λ

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

= 0,

где одно из собственных чисел характеристического многочлена λ1 = 0, другое составляет λ2 =

=
w1 ·x2
x∗2+x2

, и еще два являются корнями квадратного уравнения:

λ2 − (2 − x1 − x2) · λ + x1 · x2 · (1 − ρ · ϕ) − x2 − x2 + 1 = 0. (14)

Уравнение (14) совпадает с характеристическим уравнением в нетривиальной неподвиж-
ной точке модели двух конкурирующих видов, подробно изученной в работе [Kulakov, Neverova,
Frisman, 2022]. Однако в данном случае область ее существования существенно ограничивается

линией транскритической бифуркации (λ = 1) при w1 =
x∗2+x2

x2
или w1 =

x∗2 ·(1−ϕρ)+ln B−ϕ ln A
ln B−ϕ ln A или B =

= Aϕe
x∗2 · 1−ϕρw1−1 .
В точке E4(0, x2, z1, 0) (9), где сосуществуют нехищный зоопланктон (z1) и нетоксичный

фитопланктон (x2), якобиан модели (4) преобразуется к виду

J =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

Ae−ρx2 0 0 0
F′2x1

F′2x2

F′2z1

0

0 F′3x2

F′3z1

F′3z2

0 0 0
w2 ·z1
z∗1+z1

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

. (15)
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В результате одно из характеристических чисел составляет λ1 = Ae−ρx2 , что позволяет
получить условие транскритической бифуркации: λ1 = 1 при ln A = ρx2, в результате которой
в системе появляется токсичный фитопланктон (x1 > 0). Следующее собственное число λ2 =

=
w2·z1
z∗1+z1

определяет условие транскритической бифуркации: λ2 = 1 при w2 =
z∗1+z1

z1
, переход через

которую сопровождается появлением в системе хищного зоопланктона.
Два других собственных числа являются корнями квадратного уравнения:

(

F′2x2

− λ
) (

F′3z1

− λ
)

− F′2z1

· F′3x2

= 0, коэффициенты его довольно громоздки, поэтому мы

не будем их здесь приводить.

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ
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