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В данной работе рассматривается задача о плоскопараллельном движении эллиптического профи-
ля с присоединенным точечным вихрем постоянной интенсивности в идеальной жидкости. Положение
вихря относительно профиля считается неизменным во время движения. Течение жидкости вне тела счи-
тается потенциальным (за исключением особенности, соответствующей точечному вихрю), а обтекание
тела является безциркуляционным. Рассмотрен случай общего положения, когда точечный вихрь не лежит
на продолжениях полуосей эллипса. Рассматриваемая задача описывается системой шести дифференци-
альных уравнений первого порядка. После редукции по группе движений плоскости E(2) она сводится
к системе трех дифференциальных уравнений. В работе исследуется данная редуцированная система.
Показано, что эта система допускает от одной до пяти неподвижных точек, которым соответствуют дви-
жения эллипса по разным окружностям. Основываясь на численных исследованиях фазового потока при-
веденной системы вблизи неподвижных точек, показано, что рассматриваемая система в общем случае
не допускает инвариантной меры с гладкой положительно определенной плотностью. Найдены значения
параметров, при которых одна из неподвижных точек редуцированной системы является неустойчивым
узлофокусом. Показано, что при продолжении по параметрам из неустойчивой неподвижной точки через
бифуркацию Андронова –Хопфа может родиться неустойчивый предельный цикл. В работе исследованы
бифуркации данного предельного цикла при изменении положения точечного вихря относительно эллип-
са. С помощью построения параметрической бифуркационной диаграммы показано, что при изменении
параметров системы предельный цикл претерпевает каскад бифуркаций удвоения периода, в результате
которого рождается хаотический репеллер (аттрактор в обратном времени). Для численного анализа за-
дачи использовался метод построения двумерного отображения Пуанкаре. Для поиска и анализа простых
и странных репеллеров исследование проводилось в обратном времени.
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This paper addresses the problem of the plane-parallel motion of an elliptic foil with an attached point
vortex of constant strength in an ideal fluid. It is assumed that the position of the vortex relative to the foil
remains unchanged during motion. The flow of the fluid outside the body is assumed to be potential (except
for the singularity corresponding to a point vortex), and the flow around the body is noncirculatory. Special
attention is given to the general position case in which the point vortex does not lie on the continuations of the
semiaxes of the ellipse. The problem under consideration is described by a system of six first-order differential
equations. After reduction by the motion group of the plane E(2) it reduces to a system of three differential
equations. An analysis of this reduced system is made. It is shown that this system admits one to five fixed
points which correspond to motions of the ellipse in various circles. By numerically investigating the phase flow
of the reduced system near fixed points, it is shown that, in the general case, the system admits no invariant
measure with a smooth positive definite density. Parameter values are found for which one of the fixed points of
the reduced system is an unstable node-focus. It is shown that, as the variation of the parameters is continued,
an unstable limit cycle can arise from an unstable fixed point via an Andronov–Hopf bifurcation. An analysis
is made of bifurcations of this limit cycle for the case where the position of the point vortex relative to the
ellipse changes. By constructing a parametric bifurcation diagram, it is shown that, as the system’s parameters
are varied, the limit cycle undergoes a cascade of period-doubling bifurcations, giving rise to a chaotic repeller
(a reversed-time attractor). To carry out a numerical analysis of the problem, the method of constructing a two-
dimensional Poincaré map is used. The search for and analysis of simple and strange repellers were performed
backward in time.
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Введение

Задача о движении твердого тела в жидкости является одной из классических задач гидро-
динамики. Уравнения движения твердого тела в идеальной несжимаемой жидкости были впер-
вые получены Кирхгофом [Kirchhoff, 1876]. Достаточно большое количество классических и со-
временных работ посвящено исследованию этих уравнений и различных их обобщений. Полный
обзор этих работ можно найти, например, в [Borisov, Mamaev, 2018].

Одним из обобщений упомянутой задачи является задача о движении в жидкости твердого
тела в присутствии точечных особенностей потока (вихрей, источников и других). Уравнения
движения кругового профиля для случая одного вихря были получены в работе [Ramodanov,
2001]. Интегрируемость такой задачи была показана в работах [Kilin, 2001; Borisov, Mamaev,
2003]. В работах [Ramodanov, 2002; Shashikanth et al., 2002] исследовалось движение твердого
тела и N точечных вихрей. Задача о движении неуравновешенного профиля и точечного вихря
исследовалась в [Mamaev, Bizyaev, 2021].

Помимо вихрей, изучалось влияние точечных источников и вихреисточников на движение
твердого тела. Например, в работе [Artemova, Vetchanin, 2022] рассмотрено движение неурав-
новешенного кругового профиля в присутствии неподвижного точечного источника, показана
неинтегрируемость этой задачи. В работе [Artemova, Vetchanin, 2024] рассматривалось движе-
ние твердого тела с собственной циркуляцией в поле неподвижных источника, вихреисточника.
В недавней работе [Artemova et al., 2025] были получены уравнения, описывающие движение
эллиптического профиля в присутствии вихреисточника.

Еще одним близким направлением исследований является изучение управляемого движе-
ния твердого тела в идеальной жидкости без изменения формы тела. Такое движение реализуют
с помощью механизмов, изменяющих распределение масс внутри тела. Исследование этой за-
дачи в рамках модели идеальной жидкости началось с работ [Козлов, Рамоданов, 2001; Козлов,
Рамоданов, 2002; Kozlov, Onishchenko, 2003]. В работах [Ветчанин, Килин, 2016; Vetchanin, Kilin,
2017] исследовалось управление водным роботом за счет подвижных внутренних масс и внут-
реннего ротора. Также отметим экспериментальные работы, посвященные самопродвижению
тела в жидкости [Klekovkin et al., 2023; Pollard, Tallapragada, 2016; Tallapragada, 2015].

Уравнения движения, возникающие при рассмотрении управляемого движения тела в иде-
альной жидкости, могут становиться негамильтоновыми и допускать асимптотические режимы
движения [Vetchanin, Mamaev, 2024; Borisov et al., 2020]. Например, в задаче об управляемом
движении каплеобразного робота был найден странный аттрактор [Vetchanin, Mamaev, 2024].
Подобного рода решения (странные аттракторы) возникают не только в задачах о движении
твердого тела в жидкости, но и при исследовании неголономных систем, описывающих движе-
ние таких систем, как шар, катящийся по плоскости, [Kazakov et al., 2016], roller-racer [Bizyaev,
Mamaev, 2023] или движение твердого тела с неподвижной точкой с дополнительной неголоном-
ной связью (задача Суслова) [Bizyaev et al., 2015]. Отметим, что в последнем случае структура
уравнений движения схожа с уравнениями движения твердого тела в жидкости (в двумерной
постановке). Более того, интересно, что для феноменологического описания движения твердо-
го тела в жидкости иногда также используют модели с неголономными связями [Tallapragada,
2015].

В данной работе мы продолжаем исследования, начатые в [Kilin et al., 2024], и рассматри-
ваем движении эллиптического профиля с присоединенным вихрем. В первом разделе приведены
уравнения, описывающие движение такой системы. В втором и третьем разделах исследуются
частные решения, возникающие в рассматриваемой системе.
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1. Математическая модель

Рассмотрим движение эллиптического профиля c большой (a) и малой (b) полуосями в иде-
альной несжимаемой жидкости (см. рис. 1, a). Будем считать, что с профилем связан вихрь по-
стоянной интенсивности Γ, расположенный на некотором фиксированном расстоянии от него.
Относительно рассматриваемой системы сделаем следующие допущения:

1◦) движение жидкости потенциально, на бесконечности жидкость покоится;

2◦) эллиптический профиль уравновешен, его движение бесциркуляционное.

Рис. 1. Схематическое изображение (a) эллиптического и (б) кругового профилей c присоединенным
вихрем

Для описания движения эллиптического профиля с присоединенным вихрем введем две
системы координат: неподвижную Oxy и подвижную O′x′y′, жестко связанную с профилем, так
что ее оси направлены вдоль полуосей эллипса (см. рис. 1, a).

Рассматриваемая система приводится в движение за счет силового воздействия со сто-
роны жидкости. Для вычисления сил, действующих на эллиптический профиль, воспользуемся
преобразованием Жуковского:

z′ =
1
2

(
ζ +

c
ζ

)
, (1)

где c = a2 − b2. Это преобразование отображает точки системы координат O′x′y′, заданные
комплексным числом z′ = x′ + iy′ на вспомогательную комплексную плоскость ζ = ξ+ iη (см.
рис. 1, б). С помощью такого преобразования перейдем от задачи о движении эллипса к задаче
о движении кругового профиля радиусом R = a + b. При этом положения вихрей в системе с эл-
липтическим профилем (r′x, r′y) и в системе с круговым профилем (rξ, rη) связаны соотношением

r′x + ir′y =
1
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝rξ + irη +
c

rξ + irη

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠. (2)

Дальнейшее вычисление сил и момента сил производится в плоскости ζ, связанной с кру-
говым профилем и присоединенным к нему вихрем, а затем переводятся обратно в систему
координат O′x′y′. Подробный вывод сил и момента сил приведен в работе [Kilin et al., 2024].
В настоящей статье мы воспользуемся результатами работы [Kilin et al., 2024] и сразу приве-
дем уравнения, описывающие изменение поступательной и угловой скоростей эллиптического
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профиля:

Λu̇ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
(m + λ2)ωu2−(m + λ1)ωu1−ρπcu1u2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ −
ρΓR(

c2 − 2cγ2 + γ
2
1

)
γ1

Au − ρΓ2

π
(
R2 − γ1

) (
c2 − 2cγ2 + γ

2
1

)2
s. (3)

В уравнениях (3) используются следующие обозначения:

• u = (u1, u2, ω)T , где (u1, u2) — проекции поступательной скорости центра масс эллипса, на
оси подвижной системы координат O′x′y′, ω — угловая скорость эллипса;

• Λ = diag(m+λ1, m+λ2, I+λ3), где m и I — масса и момент инерции эллипса, λ1 = ρπb
2, λ2 =

= ρπa2 — коэффициенты присоединенных масс, λ3 =
ρπc2

8 — коэффициент присоединенного
момента инерции, ρ — плотность жидкости;

• γ1 = r2
ξ + r2

η , γ2 = r2
ξ − r2

η , где rξ, rη — координаты присоединенного вихря на плоскости Oξη
(см. рис. 1, б);

• вспомогательные матрица A и вектор s имеют следующий вид:

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
4brξrηγ1 2a(c − γ2)γ1 rξ(aγ1(c − γ1) + bc(c + γ1 − 2γ2))

2b(c − γ2)γ1 −4arξrηγ1 rη(ac(c − γ1 − 2γ2) − bγ1(c + γ1))

a31 a32

cRrξrη(c2−2cγ2−γ2
1)

γ1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠,

a31 = crξ

⎛⎜⎜⎜⎜⎝cR + 2b(γ1 − γ2) − 2aγ2 +
γ2

1

R

⎞⎟⎟⎟⎟⎠, a32 = crη

⎛⎜⎜⎜⎜⎝cR − 2a(γ1 + γ2) − 2bγ2 −
γ2

1

R

⎞⎟⎟⎟⎟⎠,
s =

(
−2rξR

(
b
(
c3 − c2(γ1 + γ2) + c

(
γ2

2 − (γ1 − γ2)2
)
− γ2

1(γ1 − γ2)
)
+ a(c − γ2)(c − γ1)2

)
,

2rηR
(
a(c3 + c2(γ1 − γ2) + c

(
γ2

2 − (γ1 + γ2)2
)
+ γ2

1(γ1 + γ2)) + b(c − γ2)(c + γ1)2
)
,

crξrη
(
2Rb

(
5c2 − 6cγ2 + γ

2
1

)
+ 2c(γ1 − γ2)(3c − γ1) + c2(5c − 9γ1) + γ2

1(3c + γ1)
))T
.

Для описания движения эллиптического профиля с вихрем в неподвижной системе коор-
динат уравнения (3) необходимо дополнить кинематическими соотношениями

ẋ = u1 cos ϕ − u2 sin ϕ, ẏ = u1 sin ϕ + u2 cos ϕ, ϕ̇ = ω, (4)

где x, y — координаты центра масс профиля в системе координат Oxy, ϕ — угол поворота эллипса.
Система уравнений (3), (4) полностью описывает движение рассматриваемой системы.

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Полученные уравнения носят в некоторой степени формальный характер. Как мы
увидим далее, они приводят к асимптотическим режимам движения профиля, что нетипично для модели
идеальной жидкости. По-видимому, при рассмотрении задач о движении твердого тела с присоединенным
вихрем более физичной является модель точечных массовых вихрей [Рамоданов, 2006], так как за счет
«присоединения» к телу вихри приобретают инерционные характеристики.

В работе [Kilin et al., 2024] было показано, что если вихрь располагается на продолжении
одной из полуосей эллипса, то есть r′x = 0 или r′y = 0 (или, что то же самое, rξ = 0, rη = 0,
см. рис. 1, a), то в системе возникают дополнительный первый интеграл и инвариантная мера
и система является интегрируемой по Эйлеру –Якоби. В [Kilin et al., 2024] был проведен полный
качественный анализ интегрируемого случая уравнений движения (3).

В настоящей работе мы рассматриваем динамику системы при произвольном положении
присоединенного вихря относительно эллипса, то есть rξ � 0, rη � 0.

2025, Т. 17, № 6, С. 1051–1067
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Упрощение системы. Выполним замену u→ DU, где матрица D = diag(d1, d2, d3) выбра-
на таким образом, чтобы коэффициенты при квадратичных слагаемых в уравнениях (3) стали
равны единице:

d1 =

√
m + λ2

ρπc(m + λ1)
, d2 =

√
m + λ1

ρπc(m + λ2)
, d3 =

√
ρπc

(m + λ1)(m + λ2)
. (5)

Тогда уравнения движения (3) в новых переменных U = (U1, U2, Ω)T примут вид

LU̇ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
U2Ω−U1Ω−U1U2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ − BU − k, (6)

B =
ρΓR(

c2 − 2cγ2 + γ
2
1

)
γ1

· A · D, k =
ρΓ2

π
(
R2 − γ1

) (
c2 − 2cγ2 + γ

2
1

)2
· s,

L = Λ ·D = diag

(
L, L, I + λ3

L
)
, L =

√
(m + λ1)(m + λ2)

ρπc
.

Далее в системе (6) будем полагать Γ = 1 и ρ = 1. Этого всегда можно добиться с помощью за-
мены скоростей U → ΓU и времени t → Γ−1t, а также массы m→ ρm и момента инерции I → ρI.

Таким образом, в рассматриваемой системе остается шесть параметров: a, b, m, I, rξ и rη.
При этом на значения этих параметров существуют следующие геометрические ограничения:

a > b, m > 0, I < ma2, γ1 = r2
ξ + r2

η > R2.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Один из оставшихся шести параметров (например, b) можно также приравнять
к единице. Это соответствует выбору этого параметра в качестве единицы измерения расстояния. Таким
образом, рассматриваемая система зависит от пяти независимых параметров.

Далее перейдем к изучению системы (6) и рассмотрим ее частные решения.

2. Частные решения

Неподвижные точки. Для нахождения неподвижных точек в уравнениях (6) приравня-
ем производные по времени к нулю: U̇ = 0. Из первых двух уравнений выразим компоненты
скорости U1 и U2, соответствующие неподвижной точке, через Ω:

U1 =
−Ω2b23 + (b12b23 − b13b22 − k2)Ω − b22k1 + b12k2

Ω2 + (−b12 + b21)Ω + b11b22 − b12b21

,

U2 =
Ω2b13 + (−b11b23 + b13b21 + k1)Ω + b21k1 − b11k2

Ω2 + (−b12 + b21)Ω + b11b22 − b12b21

.

Здесь bi j — компоненты матрицы B, а ki — компоненты вектора k. Подставив полученные выра-

жения для U1 и U2 в последнее уравнение Ω̇ = 0, получим

p5Ω
5 + p4Ω

4 + p3Ω
3 + p2Ω

2 + p1Ω + p0 = 0, (7)

где pi — коэффициенты, зависящие от параметров системы (6) и имеющие громоздкий вид.
Таким образом, в зависимости от значений параметров рассматриваемая система может иметь
от одной до пяти неподвижных точек.
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Рис. 2. Количество корней от значений (rξ, rη) при (a) a = 2, (б) a = 3, (в) a = 4. Серая область соответ-
ствует тому, что уравнение (7) имеет три корня, черная — пять корней, белая — попадание вихря внутрь
профиля (не рассматриваемые решения)

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Так как уравнение (7) всегда имеет хотя бы один вещественный корень, то с по-
мощью сдвига по переменным U можно добиться обнуления вектора s. При этом соответствующая непо-
движная точка системы (6) перейдет в точку (0, 0, 0).

Как было указано выше, в зависимости от значений параметров системы уравнение (7) мо-
жет иметь разное количество вещественных корней. На рис. 2 приведены области на плоскости
параметров (rξ, rη), соответствующие разным количествам решений уравнения (7) для разных
значений a при

b = 1, ρ = 1, m = 1, I = 1. (8)

Здесь и далее в численных экспериментах мы будем использовать указанные значения парамет-
ров. Напомним, что параметры rξ , rη определены на плоскости Oξη, а их связь с r′x, r′y задается
формулой (2). На рис. 2 серым цветом обозначены области параметров rξ, rη, таких, что при
этих параметрах уравнение (7) имеет три действительных корня, черным — пять корней, а белая
область соответствует попаданию вихря внутрь профиля.

Далее мы остановимся на вопросе существования в рассматриваемой системе притягиваю-
щих (отталкивающих) множеств (аттракторов (репеллеров)) и изучении их бифуркаций. Начнем
с самых простых притягивающих множеств — асимптотически устойчивых неподвижных точек.

Существование аттракторов (или репеллеров) существенным образом связано со сжимае-
мостью фазового потока, которая определяется его дивергенцией. Из структуры уравнений (6)
следует, что дивергенция фазового потока не зависит от фазовых переменных:

div U̇ = −trace
(
L−1B

)
.

Таким образом, при фиксированных параметрах системы дивергенция одинакова для всех точек
фазового пространства, в том числе для неподвижных точек уравнений (6). Отсюда следует, что
необходимым условием существования притягивающих неподвижных точек является выполне-
ние неравенства

trace
(
L−1B

)
> 0.

Отметим, что это условие не является достаточным для существования притягивающих
неподвижных точек. Кроме того, эта кривая может лежать вне области допустимых значений па-
раметров. На рис. 3 синим цветом изображена кривая нулевой дивергенции на плоскости (rξ, rη)

2025, Т. 17, № 6, С. 1051–1067



1058 А.А. Килин, Е.М. Артемова, А.М. Гаврилова

Рис. 3. Кривая нулевой дивергенции системы (6) при a = 2

при a = 2. Как видно на рисунке, эта кривая полностью лежит вне области допустимых зна-
чений параметров rξ, rη

(
r2
ξ + r2

η > R2
)
. Таким образом, при параметрах (8), a = 2 и rξ, rη < 10

система (6) не допускает притягивающих неподвижных точек.

Полный анализ зависимости дивергенции от параметров системы, а также поиск областей
существования притягивающих неподвижных точек достаточно сложны и выходят за рамки дан-
ной статьи.

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Из нулевой (в общем случае) и постоянной дивергенции следует, что рассмат-
риваемая система не допускает инвариантную меру с гладкой положительно определенной плотностью.
Исключение представляет собой случай rξ = 0 (rη = 0), для которого в работе [Kilin et al., 2024] указа-
на инвариантная мера. Еще одним исключением может быть множество параметров, удовлетворяющих
уравнению trace

(
L−1B

)
= 0.

Остановимся далее более подробно на случае a = 2. Как следует из рис. 4, в этом слу-
чае дивергенция является положительной, а следовательно, притягивающих неподвижных точек
не может существовать. Как показали результаты численных исследований, при почти всех на-
чальных условиях после некоторого переходного процесса траектории системы (6) уходят на
бесконечность по одной из фазовых переменных. Асимптотический анализ системы (6) показал,
что уход на бесконечность происходит экспоненциально быстро. При этом оставшиеся перемен-
ные периодически меняются вблизи некоторых средних значений с экспоненциально растущей
частотой. Подобное асимптотическое поведение приводит к тому, что результаты численного
моделирования на больших временах зависят от выбора метода и шага интегрирования. Ил-
люстрации подобного асимптотического поведения и зависимости динамики от выбора метода
и шага интегрирования приведены в приложении А.

В рассматриваемом случае (a = 2), в силу положительности дивергенции потока (6), могут
существовать простые репеллеры — отталкивающие неподвижные точки. Для их поиска и анали-
за перейдем далее к исследованию системы (6) в обратном времени. При этом всем репеллерам
системы (6) будут соответствовать аттракторы системы с обращенным временем.

Зафиксируем значения параметров (8) и a = 2, rξ = 3, rη = 5. Из рис. 2 следует, что в этом
случае в системе (2) существует пять неподвижных точек, четыре из которых седлофокусы:

• U = (0,2912471137, −0,2662375764, −0,1146736347), λ1 ≈ −0,118, λ2,3 ≈ 0,034 ± 0,053i;

• U = (0,02071581037, −0,08746599290, −0,06792138064), λ1 ≈ −0,094, λ2,3 ≈ 0,022 ± 0,048i;

• U = (0,1957884396, −0,07856631367, 0,1162054189), λ1 ≈ −0,075, λ2,3 ≈ 0,012 ± 0,066i;
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• U = (0,1220803737, −0,1886273457, −0,003102254899), λ1 ≈ 0,04, λ2,3 ≈ −0,046 ± 0,012i,

а одна — устойчивый узлофокус:

• U∗ = U = (0,04240011801, −0,4215075020, 0,05504480702), λ1 ≈ −0,044, λ2,3 ≈ −0,0034 ±
± 0,098i.

Здесь λi — собственные числа матрицы линеаризации системы (6) вблизи соответствующих непо-
движных точек. Таким образом, при выбранных параметрах в рассматриваемой системе суще-
ствует притягивающая (в обратном времени) неподвижная точка U∗.

Траектории центра эллипса в абсолютном пространстве, соответствующие неподвижным
точкам системы (6), представляют собой окружности.

Предельные циклы. Исследуем бифуркации устойчивой неподвижной точки U∗ при a =
= 2, rη = 5 и изменении параметра rξ ∈ [3, 5]. Для этого линеаризуем систему (2) в окрестности
точки U∗. У полученной матрицы линеаризации вычислим собственные числа и обозначим их
как λ1, λ2, λ3. На рис. 4 приведены зависимости собственных чисел λ1, λ2, λ3 от rξ.

Рис. 4. Зависимость собственных чисел λi, i = 1, 2, 3, от rξ (a) на плоскости (rξ, λi), (б) на комплексной
плоскости (Reλi, Im λi)

Из рис. 4 видно, что при изменении rξ устойчивая точка U∗ проходит через бифуркацию
Андронова –Хопфа [Арнольд и др., 1986], то есть Re λ2,3 проходят через ноль. В результате
указанная точка теряет устойчивость при rξ = 3,36, λ1 ≈ −0,053, λ2,3 ≈ 0,00008 ± 0,079i, и вблизи
нее рождается устойчивый предельный цикл.

ЗАМЕЧАНИЕ 5. В системе (6) бифуркация Андронова –Хопфа происходит и при других значени-
ях параметров a и rη. При фиксированном значении a можно построить на плоскости (rξ, rη) кривую,
соответствующую этой бифуркации, однако это выходит за рамки данной работы.

Для иллюстрации рождения предельного цикла построим двумерное отображение Пуан-
каре. В качестве секущей выберем плоскость Ω = Ω∗, где Ω∗ есть решение уравнения (7), со-
ответствующее неподвижной точке U∗. Тогда неподвижная точка U∗ будет лежать на плоскости
сечения, а предельному циклу будет соответствовать неподвижная точка отображения. Здесь мы
будем строить все пересечения траекторий с плоскостью сечения и в положительном (Ω̇ > 0),
и в отрицательном (Ω̇ < 0) направлениях. Поэтому предельному циклу будут соответствовать
неподвижные точки четного порядка. На рис. 5 приведены примеры отображения Пуанкаре при

2025, Т. 17, № 6, С. 1051–1067



1060 А.А. Килин, Е.М. Артемова, А.М. Гаврилова

Рис. 5. Отображение Пуанкаре при a = 2, rη = 5, параметрах (8) и (a) rξ = 3,3 и секущей Ω = Ω∗ =
= 0,05211499154, (б) rξ = 3,4 и секущей Ω = Ω∗ = 0,05116446435. Зелеными точками обозначен предель-
ный цикл, (a) красной точкой обозначена устойчивая неподвижная точка, (б) синяя точка — неустойчивая
неподвижная точка, красные точки — предельный цикл, родившийся в результате бифуркации Андроно-
ва –Хопфа

разных значениях rξ до и после бифуркации. На рисунке простыми точками изображаются траек-
тории отображения (с разными начальными условиями), а жирными — неподвижные точки отоб-
ражения. На рис. 5, a красной точкой отмечен устойчивый узлофокус U∗. На рис. 5, б красными
точками отмечен предельный цикл, появившийся в результате бифуркации Андронова –Хопфа,
а синей точкой — ставшая неустойчивой неподвижная точка U∗.

Помимо указанных притягивающих решений (устойчивый узлофокус и родившийся из
него предельный цикл) на рис. 5, виден еще один притягивающий цикл (отмеченный на рис. 5
зелеными точками). Это решение предположительно рождается из периодических решений ин-
тегрируемого случая (rξ = 0). Детальное исследование возникновения данного притягивающего
решения остается открытым вопросом. Еще одним предметом дальнейшего изучения рассмат-
риваемой системы является исследование мультистабильности, связанной с сосуществованием
нескольких аттракторов.

В неособом случае предельным циклам системы (6) соответствуют ограниченные квази-
периодические траектории центра эллипса в абсолютном пространстве.

3. Странный репеллер

Рассмотрим далее вопрос о том, как изменяется притягивающее решение (предельный
цикл), возникающее после бифуркации Андронова –Хопфа. Для исследования будем строить
двумерное отображение Пуанкаре. В качестве секущей выберем плоскость Ω = 0,0512742433.
Значение секущей выбрано так, чтобы предельный цикл пересекал плоскость сечения и были
видны все происходящие в системе бифуркации. На рис. 6 приведено отображение Пуанкаре
при a = 2, rξ = 3,4, rη = 5 и параметрах (8). На рис. 6 красными точками отмечен предель-
ный цикл, родившийся через бифуркацию Андронова –Хопфа, и зеленными — существовавший
ранее.

Все траектории отображения, приведенного на рис. 6, притягиваются к одному из указан-
ных предельных циклов. Рассмотрим далее бифуркации предельного цикла, родившегося через
бифуркацию Андронова –Хопфа при изменении параметра rξ.

На рис. 7 приведены однопараметрические бифуркационные диаграммы при измене-
нии rξ ∈ [3,5, 6,5]. Диаграмма приведена для сечения Ω = 0,0512742433 и значений парамет-
ров (8), a = 2, rη = 5. При построении диаграммы для каждого значения rξ в выбранном интер-
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Рис. 6. Отображение Пуанкаре при a = 2, rξ = 3,4, rη = 5, параметрах (8) и секущей Ω = 0,0512742433.
Красными точками обозначен предельный цикл, родившийся в результате бифуркации Андронова –Хоп-
фа, зеленными — предельный цикл, ранее существовавший в системе

Рис. 7. Однопараметрическая бифуркационная диаграмма для (a) U1 и (б) U2 при rξ ∈ [3,5, 6,5] и значе-
ниях параметров (8), a = 2, rη = 5

вале запускалась траектория отображения с начальными условиями, равными установившему-
ся решению при предыдущем значении rξ. Первые 10 000 точек траектории, соответствующие
переходным процессам, опускались. Следующие 100 точек, характеризующие установившееся
решение, выводились на плоскости (rξ, U1) и (rξ, U2).

На рис. 7 видно, что при изменении параметра rξ в системе происходит каскад бифурка-
ций удвоения периода. Увеличенные фрагменты бифуркационных диаграмм при rξ ∈ [4,25, 4,75]
приведены на рис. 8 сверху. Соответствующее этим диаграммам изменение показателей Ляпу-
нова приведено на рис. 8 снизу. Пунктирными вертикальными прямыми на рис. 8 отмечены
значения rξ, при которых происходят бифуркации удвоения периода.

Аттрактор (репеллер в прямом времени), возникающий непосредственно после каскада би-
фуркаций удвоения периода, имеет «тонкую» структуру и показан на рис. 9, a и 10, a. Начальные
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Рис. 8. Однопараметрическая бифуркационная диаграмма для (a) U1, (б) U2 и показатели Ляпунова
при rξ ∈ [4,25, 4,75] при значениях параметров (8), a = 2, rη = 5

Рис. 9. (a) Отображение Пуанкаре, (б) траектория в фазовом пространстве, (в) траектория центра масс
эллипса при rξ = 4,628, параметрах (8), a = 2, rη = 5

Рис. 10. (a) Отображение Пуанкаре, (б) траектория в фазовом пространстве, (в) траектория центра масс
эллипса при rξ = 4,695, параметрах (8), a = 2, rη = 5
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условия для аттрактора на рис. 9, a:

U1(0) = −0,101962200901288, U2(0) = −0,283421129099299, Ω(0) = 0,0512742433.

Начальные условия для аттрактора на рис. 10, a:

U1(0) = 0,227531997908823, U2(0) = −0,147256282360437, Ω(0) = 0,0512742433.

На рис. 9 и 10, помимо отображений Пуанкаре, на которых изображены сечения ат-
тракторов, приведены соответствующие им траектории в фазовом пространстве (U1, U2, Ω)
(рис. 9, б, 10, б). Также на рис. 9, в, 10, в приведены соответствующие траектории центра
масс эллиптического профиля. Из значений показателей Ляпунова на рис. 8 снизу следует, что
данные аттракторы могут быть классифицированы как странные аттракторы. Отметим, что по-
добного рода аттракторы приведены, например, в книге [Sprott, 2010] для систем, схожих по
форме с уравнениями (6). Более точная классификация, а также изучение возможных сценариев
рождения найденного аттрактора, при использовании, например, методов, изложенных в рабо-
тах [Karatetskaia et al., 2025; Karatetskaia et al., 2024; Kazakov et al., 2024; Shykhmamedov et al.,
2023; Kuptsov, Kuznetsov, 2018], требуют отдельного исследования.

ЗАМЕЧАНИЕ 6. Также на рис. 7, б видно, что на диаграмме существуют области «перескока», такое
поведение может быть связано с сосуществованием нескольких аттракторов (например, рождающегося из
второго предельного цикла на рис. 6).

Заключение

В данной работе рассмотрено движение эллиптического профиля с присоединенным
к нему вихрем. Причем вихрь не располагается на продолжении одной из полуосей эллипса.
Показано, что редуцированная система в неособом случае в зависимости от параметров может
иметь одну, три или пять неподвижных точек. При изменении положения вихря относительно
профиля в системе происходит бифуркация Андронова –Хопфа, в результате которой рождается
неустойчивый предельный цикл. Данный цикл при дальнейшем изменении параметров системы
претерпевает каскад удвоений периода, в результате которого рождается хаотический репеллер.
Следовательно, рассматриваемая система является неинтегрируемой.

Интересными открытыми вопросами остаются исследование бифуркаций хаотических ат-
тракторов (репеллеров), анализ мультистабильности системы, а также поиск других сценариев
возникновения хаоса в рассматриваемой системе. Еще одним интересным направлением иссле-
дований является аналитический и численный анализ зависимости дивергенции и асимптотиче-
ского поведения системы от ее параметров. Это, например, может помочь в определении обла-
стей параметров, в которых существуют аттракторы в прямом времени.

Приложение А

При численном интегрировании системы (3) (аналогичные результаты получаются и для
системы (6)) в прямом времени существует зависимость от выбора метода и шага интегриро-
вания. Подобное поведение системы возникало в задаче о движении твердого тела в жидкости,
например в работе [Borisov et al., 2020]. На рис. 11–13 приведены примеры типичных зави-
симостей фазовых переменных (u1, u2, ω) от времени при различных методах интегрирования
и максимального шага интегрирования δt. Зафиксируем следующие значения параметров:

a = 2, b = 1, Γ = 1, rξ = 2, rη = 6, m = 1, I = 1, ρ = 1.
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Рис. 11. Зависимости фазовых переменных от времени при интегрировании методом ode23

Рис. 12. Зависимости фазовых переменных от времени при интегрировании методом ode45

Рис. 13. Зависимости фазовых переменных от времени при интегрировании методом ode78

Интегрирование проводилось в среде MatLAB с использованием встроенных методов ode23,
ode45, ode78 и следующих настройках:

odeset(’RelTol’, 1e-2, ’AbsTol’, 1e-4, ’MaxStep’, δt).

Начальные условия: u1(0) = 0,1, u2(0) = −0,1, ω(0) = 0,05.

На рис. 11–13 черным цветом обозначены зависимости фазовых переменных от времени
при максимальном шаге интегрирования δt = 0,1, красным — при δt = 0,01, синим — при δt =
= 0,001. Из рисунков видно, что на начальном промежутке времени примерно до 250–350 за-
висимости совпадают. Однако при t > 250 для ode23 (t > 350 для ode25 и ode78) траектории
в зависимости от значения шага и метода интегрирования начинают расходиться. Причиной та-
кого поведения является экспоненциальный рост частоты колебаний переменных U1, U2, хорошо
заметный, например, на рис. 11, a, б. Указанное поведение системы не позволяет использовать
известные численные методы исследования динамических систем, такие как оценка показателей
Ляпунова или построение отображения Пуанкаре [Кузнецов, 2006] в прямом времени.
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Рис. 14. Зависимости фазовых переменных от времени при интегрировании методом ode23

Такого рода зависимость от шага и метода интегрирования не возникает при интегриро-
вании системы (3) в обратном времени. На рис. 14 приведены зависимости фазовых перемен-
ных (u1, u2, ω) от времени для разного максимального шага интегрирования δt (метод интегри-
рования ode23).

Из рис. 14 видно, что независимо от максимального шага δt зависимости (u1(t), u2(t), ω(t))
совпадают. Такие же зависимости получаются и при интегрировании другими методами (ode45
и ode 78). Таким образом, систему (3) возможно исследовать известными методами в обратном
времени.
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